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第 1章

励起ギャップのある 1次元量子多
体系

本章では 1次元量子多体系が励起ギャップをもつときに現れる性質を整理する。熱力学
極限を念頭に Hamiltonian の固有値の分布を調べると、基底状態と第一励起状態の間に
有限のエネルギー差がある場合とない場合に大別できる。絶対零度極限において前者は絶
縁体、後者は導体に対応する。
因果の流れとしては、

gapped Hamiltonian
Lieb-Robinson bound

=⇒ exponential decay of correlation

quantum info. theory
=⇒ area law of entanglement entropy

が成り立つ。なお上段は 1次元に限らず、有限次元の格子系であれば常に成立する。

1.1 gapped系におけるクラスター性
相対論的量子場理論では、質量を持つ粒子が媒介する相互作用は距離の指数関数的減衰
を示す。相対論を要求しない物性理論でも、質量に対応して励起ギャップがあるならば基
底状態の相関関数が

〈φ0|AxBy|φ0〉 − 〈φ0|Ax|φ0〉 〈φ0|By|φ0〉 = O
(
e−const.×|x−y|

)
のように指数関数的に減衰すること (クラスター性)が、数々の具体例を通じて期待され
ていた。Ax, By はそれぞれ格子点 x, y 上の局所演算子、|φ0〉 は基底状態を表す。実際、
この事実は [24]にて示された。*1その背景に、非相対論的量子力学でも Lieb-Robinson限
界と呼ばれる実質的な因果律がある [29] ことは示唆的である。本章では命題を単純化し
て、[15]の Lecture 7, 8を参考に定理を概観する。
まず問題設定を整理する。格子点を Λs, 格子のボンドを Λb として、これを合わせて

Λ = (Λs,Λb) とする。本節では格子 Λ の形状や次元には制限を課さない。x, y ∈ Λs

が Λb の部分集合で連結されているとき、dist(x, y) と書いたら、x, y 間の最短経路長を
表す。格子点 x ∈ Λs ごとに局所 Hilbert 空間 Hx を定義する。各点の Hilbert 空間の
次元は上から抑えられて、supx∈Λs

dimHx ≤ NM∞ であるとする。全 Hilbert 空間は
H =

⊗
x∈Λ Hx で与える。フェルミオン系の場合は Fock空間を考える。

*1 極限の取り方によっては [22]もこの事実を示しているが、論文の主眼はクラスター性にない。
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S ⊂ 2Λs すなわち Λの部分系の集合をとることで全系の Hamiltonianが

H =
∑
X∈S

hX

と書けるとする。ここで局所 Hamiltonian hX は X ⊂ Λ に台 (非自明な作用) を持つ演
算子である。X,Y ∈ S が同じサイト数であっても、X 6= Y であれば hX と hY は異なる
相互作用を表して良い。supX∈S |X| = k < ∞のとき、つまり Hamiltonianの各項が最
大でも k サイトにしか非自明に作用しないとき、H は k-local Hamiltonian であるとい
う。*2 ただし k サイトであればどんなに離れていてもいいわけではなく、相互作用は次の
意味で冪減衰または指数減衰すると仮定する。

Assumps. 1: 相互作用の冪減衰 1

相互作用 hX は定数 λ0, η > 0を用いて∑
X∋x,y

‖hX‖ ≤ λ0
[1 + dist(x, y)]η

(1.1.1)

を満たす。さらに定数 p0 > 0を用いて∑
z∈Λs

1

[1 + dist(x, z)]η
1

[1 + dist(z, y)]η
≤ p0

[1 + dist(x, y)]η
(1.1.2)

も満たす。

Rem.

相互作用が
sup
x∈Λs

∑
y∈Λs

1

[1 + dist(x, y)]η
<∞ (1.1.3)

となっていれば、(1.1.2)は自動的に満たされる。まず三角不等式により
[1 + dist(x, y)]η ≤ [1 + dist(x, z) + 1 + dist(z, y)]η

≤ [2 max(1 + dist(x, z), 1 + dist(z, y))]η

≤ 2η max([1 + dist(x, z)]η, [1 + dist(z, y)]η)

≤ 2η([1 + dist(x, z)]η + [1 + dist(z, y)]η)

を得る。これにより (1.1.2)左辺は∑
z∈Λs

1

[1 + dist(x, z)]η
1

[1 + dist(z, y)]η

=
1

[1 + dist(x, y)]η

∑
z∈Λs

[1 + dist(x, y)]η

[1 + dist(x, z)]η[1 + dist(z, y)]η

≤ 1

[1 + dist(x, y)]η

∑
z∈Λs

2η
[1 + dist(x, z)]η + [1 + dist(z, y)]η

[1 + dist(x, z)]η[1 + dist(z, y)]η

=
2η

[1 + dist(x, y)]η

∑
z∈Λs

(
1

[1 + dist(x, z)]η
+

1

[1 + dist(z, y)]η

)

*2 Z ∈ S の k 個以下の点がどのように分布しているかは問わない。さらに本章では、のちに定義する相互
作用距離 Def. 1を除いて Λに距離が定義されていなくても良い。
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となる。(1.1.1)と合わせると

sup
x

∑
X∋x

‖hX‖|X| ≤ s0 <∞

なる定数 s0 > 0を取れる。

この代わりに、次の仮定を用いても良い。

Assumps. 2: 相互作用の冪減衰 2

相互作用 hX は定数 η, s1 > 0を用いて

sup
x

∑
X∋x

‖hX‖|X|[1 + diam(x, y)]η ≤ s1 <∞

を満たす。ただし、diam(X) := maxx,y∈X dist(x, y)である。また s1 は Λs の体
積にも依存しない。

指数減衰の場合はさらに単純である。

Assumps. 3: 相互作用の指数減衰 1

(1.1.3) を満たす η > 0 が存在し、さらに相互作用 hX は定数 λ0, µ, ε > 0 を用
いて ∑

X∋x,y

‖hX‖ ≤ λ0e
−(µ+ε) dist(x,y)

を満たす。

または、次のようにしても良い。

Assumps. 4: 相互作用の指数減衰 2

相互作用 hX は定数 µ, s1 > 0を用いて

sup
x

∑
X∋x

‖hX‖|X|eµ diam(X) ≤ s1 <∞

を満たす。ただし、s1 は Λs の体積にも依存しない。

加えて、格子が適切な次元性を持っていることを

∃µ, s > 0 s.t. ∀x ∈ Λ,
∑

X∈S,X∋x

‖hX‖ ≤ se−µ (1.1.4)

で課す。これは直感的に言えば、1 点に相互作用が無限に集中するような状況を除外
するための条件である。*3右辺は定数でさえあればよく、µ, s を使った形にしている
のは後の議論を簡単にするためである。このとき明らかに局所 Hamiltonian は有界
(supX∈S ‖hX‖ ≤ se−µ <∞)である。

*3 例えば無限次元正方格子の Ising模型はこの反例になる。
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X

Y

図 1.1: 格子系と相互作用の例。破線は局所 Hamiltonian が非自明に作用する範囲を表
す。この図では d(X,Y ) = 2である。

1.1.1 Lieb-Robinson bound

相対論的量子力学では空間的に十分離れた 2点間の演算子は交換し、さらに時間発展し
ても光円錐が交わるまでは可換である。一方、凝縮系理論では相対論的効果を無視するこ
とが多く、一見このような因果律は要請されないように思える。しかし、[29]にて、局所
的な相互作用を持つ量子多体系においても、情報伝搬速度の実質的な上限が存在すること
が示された。この結果は Lieb-Robinson 限界と呼ばれ、非相対論的量子力学における実
質的な因果律を与える。
光円錐の直感を与えるために、以下の距離を定義する。

Def. 1: 相互作用距離

上で与えた S を用いて格子 Λの部分集合 X,Y の間の距離を

d(X,Y ) := min |{Zi ∈ S | X ∩ Z1 6= ∅, Zi ∩ Zi+1 6= ∅, Zn ∩ Y 6= ∅}i|

とする。a

a X,Y は S の元である必要はない。

例えば Fig. 1.1では d(X,Y ) = 2である。時間発展を離散ステップで見ると、点 x ∈ Λ

が次の時刻で相互作用しうるのは、xに非自明な作用を与える hX の台 X(3 x)に含まれ
る点だけである。すなわち相互作用距離は Hamiltonian の各項を辿っていくことで二つ
の有界部分集合をつなぐ最短時間を表す。
上記の状況設定に対して、次の定理が成り立つ。

Thm. 1: Lieb-Robinson限界

k-local HamiltonianHが (1.1.4)を満たすとする。この系の有界部分集合X,Y ⊂
Λ (X ∩ Y = ∅) に台を持つ演算子 AX , BY があるとき、AX の時間発展を
A(t) := eiHtAXe

−iHt と表すと、

‖[AX(t), BY ]‖ ≤ 2‖AX‖‖BY ‖min(|X|, |Y |)e−µd(X,Y )(e2ks|t| − 1) (1.1.5)

が成り立つ。a

a 演算子に対するノルムは全て誘導ノルムである。Def. 12を参照。
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Thm. 2: 冪減衰する相互作用系に関する Lieb-Robinson限界

AX , BY をコンパクトな台 X,Y (X ∩ Y =)で定義された bosonicな演算子とす
る。a 系が Assump. 1または Assump. 2を満たすとき、

‖[AX(t), BY ]‖ ≤ C‖AX‖‖BY ‖|X||Y | ev|t| − 1

[1 + dist(X,Y )]η

を満たす C, v > 0が存在する。

a fermionic な演算子の場合は以下の不等式左辺の交換子を反交換子に置き換えたものが成り立
つ。

Thm. 3: 指数減衰する相互作用系に関する Lieb-Robinson限界

AX , BY をコンパクトな台 X,Y (X ∩ Y =)で定義された bosonicな演算子とす
る。系が Assump. 3または Assump. 4を満たすとき、

‖[AX(t), BY ]‖ ≤ C‖AX‖‖BY ‖|X|e−µ dist(X,Y )(ev|t| − 1)

を満たす C, v > 0が存在する。

格子の次元や形状によらず成立することに注意。証明は技術的なので appendix F.1に
回す。
さらに、(1.1.5)で 2ks/µ = vLR とおくと、直ちに以下が得られる。

Cor. 1

k-local Hamiltonian H が Thm. 1の条件を満たすとする。このとき、定数 vLR =

2ks/µを用いて

‖[AX(t), BY ]‖ ≤ ‖AX‖‖BY ‖min(|X|, |Y |)e−µ(d(X,Y )−vLRt)

が成り立つ。

各命題での左辺と因果律の関係がより明白になるように量子測定の例を紹介する。全体
系を Λ とし、Alice は部分系 X ⊂ Λ、Bob は部分系 Y ⊂ Λ にのみアクセスできるとす
る。初期状態は ρ̂である。Aliceが古典ビットの乱数を持っているとして以下のプロトコ
ルを考察する。

1. Alice がビット 0 を得たとき、何もしない。ビット 1 を得たら、X に台を持
つ Hamiltonian H ′ = ÔX によって微小時間 ε だけ時間発展させて、状態を
ρ̂′ = ρ̂+ iε[ÔX , ρ̂]に変化させる。

2. 全体系を時間 tだけ時間発展させる。
3. Bobが Y に台を持つ観測量 M̂Y を測定する。
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YX YX

図 1.2: Lieb-Robinson限界における X,Y のサイズの影響

Bobの測定結果の期待値の差は

∆OY :=
∣∣∣Tr
[
ρ̂′M̂Y (t)

]
− Tr

[
ρ̂M̂Y (t)

]∣∣∣
= ε
∣∣∣Tr
[
[ÔX , ρ̂]M̂Y (t)

]∣∣∣ = ε
∣∣∣Tr
[
ρ̂[M̂Y (t), ÔX ]

]∣∣∣
≤ ε‖

[
ÔX , M̂Y (t)

]
‖

となる。最後の不等式では |TrAB| ≤ ‖A‖F ‖B‖ から導いている (cf. appendix A.2)。
Cor. 1は Bobの測定結果の差が “光円錐” d = vLRtからの距離に対して指数関数的に抑
えられることを示しており、因果律を実質的に保証している。

(1.1.5) 右辺に X,Y のサイズが入っているのは、以下の例で大雑把に解釈できる。
Fig. 1.2のように Y として半無限領域をとる。Hamiltonian各項が (1.1.4)で制限されて
いるため、素朴な Hamiltonianを考えれば、Aliceが微小時間でできる操作は X のサイ
ズに比例する。Alice による変更が Bob の測定に影響を与えるので、∆OY は X のサイ
ズに概ね比例する。appendix F.1の証明を詳しく見ると、この直感がより明確になるだ
ろう。

1.1.2 主張と証明の概略
Thm. 4: SPTは相関関数が指数減衰

k-local Hamiltonian H が

• 励起ギャップ ∆ > 0を持つ
• 基底状態が |φ0〉で一意a

• (1.1.4)

を満たすとする。部分集合 X,Y ⊂ Λに台を持つ演算子 AX , BY があるとき、

〈φ0|AXBY |φ0〉 − 〈φ0|AX |φ0〉 〈φ0|BY |φ0〉

≤ O
(
‖AX‖‖BY ‖min(|X|, |Y |)e−µ̃d(X,Y )

)
が成り立つ。ただし、µ̃ := µ/(1 + 4ks/∆).

a 熱力学極限において基底状態が有限に縮退している場合は、基底状態空間への射影を常に入れ
続ければ同様の定理が証明可能らしい。

この主張も次元や格子の形状に依存しないことに注意。また「励起ギャップがあるなら
相関関数は指数減衰」という定性的な主張には系の動的な情報が一切入っていないが、情
報伝搬速度の上限を与える Lieb-Robinson boundが本質的に関わっていることには注目
すべきである。
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証明自体はテクニカルなので appendix F.2に回すが、以下では証明の方針を概観する。
〈φ0|AX |φ0〉 = α, 〈φ0|BY |φ0〉 = β のとき、A′ = A− α1, B′ = B − β1とおくと

〈φ0|A′B′|φ0〉 = 〈φ0|AB|φ0〉 − αβ

となるので、α = β = 0と仮定しても一般性を失わない。
まず相関関数を Green 関数として書き直す。結論を先取りすると、最終的には適切な
関数 Θ̂を用いて

〈φ0|AXBY |φ0〉 =

∫
dt 〈φ0|[AX(t), BY ]|φ0〉 Θ̂(−t) (1.1.6)

のように書ける。演算子 Aをエネルギー固有状態で見たときに行列要素を Aij = 〈i|A |j〉
で表す。ただし H |i〉 = Ei |i〉であり、基底状態は |0〉 = |φ0〉である。この行列要素の時
間発展は

Aij(t) = 〈i| eiHtAe−iHt |j〉 = ei(Ei−Ej)tAij

と表せ、Ei − Ej = ωij とすると Aの行列表示は

A(t) =



. . .

. . . ω < 0
ω

=
0

ω > 0
. . .

. . .


のように、対角成分が ω = 0、上三角成分が ω < 0、下三角成分が ω > 0 に対応する。
A00 = 〈φ0|AX |φ0〉 = 0に注意して、相関関数は

〈φ0|AX(t)BY |φ0〉 =
(
1 0 · · ·

)
AX(t)BY

1
0
...



=
(
1 0 · · ·

)


0 ∗ ∗ · · ·
0 0 ∗ · · ·

0 0 0
...

. . .

B
1

0
...


(1.1.7)

と書けるので、基底状態期待値に影響するのは AX の ω < 0の部分だけである。そこで、
最右辺の上三角行列を構成する。ω < 0の部分だけを取り出すには、A(t)の Fourier変換
に ω < 0の部分だけを通すフィルター関数をかけて逆 Fourier変換すれば良い。階段関数

Θ(ω) =

{
1 (ω < 0)

0 (ω ≥ 0)

を導入して Aの Fourier変換にかけ、さらに Fourier逆変換すると、Θの逆変換 Θ̂を用
いた畳み込み積分

A(t) ∗ Θ̂(t) =

∫
dt′A(t′)Θ̂(t− t′)
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を得るので、t = 0で評価して

Aω<0 :=

∫
dtAX(t)Θ̂(−t).

また、

〈φ0|BYAω<0|φ0〉 =
(
1 0 · · ·

)
BY


0 ∗ ∗ · · ·

∗ · · ·

0
. . .

...
∗


1

0
...

 = 0

であるから、(1.1.6)が得られる。
(1.1.6) 右辺被積分関数の交換子では Lieb-Robinson 限界が使える。t が十分小さいと

きは Lieb-Robinson 限界が効いて [AX(t), BY ] が小さくなるが、積分は t が大きい部分
が支配的になる。そこで tが大きい部分の寄与を抑えるために Gaussianのフィルター関
数を導入する。

ÃX :=

∫
dt 〈φ0|[AX(t), BY ]|φ0〉 Θ̂(−t)e−αt2 (1.1.8)

しかし、新たに入れたフィルター関数のために、Fourier空間でのフィルター Θがぼやけ
てしまう。具体的には、被積分関数の Fourier変換が

F
(
〈φ0|[AX(t), BY ]|φ0〉 Θ̂(−t)e−αt2

)
' 〈φ0|ÃX(ω)BY |φ0〉

(
Θ(−ω) ∗ e−ω2/4α

)
となり、αが大きいと基底状態期待値 (1.1.7)に ω ≥ 0の寄与が混入する。この

• (1.1.6)で tが大きい部分の寄与を抑えるには tが大きい方が望ましい
• (1.1.7)に ω ≥ 0の寄与を混入させないためには αが小さい方が望ましい

のトレードオフを考慮して αを適切に選ぶと、相関関数の最適な上界を得られる。

1.2 1次元系でのエンタングルメントエントロピーの面積則
前節で見たように、1次元 gapped系ではクラスター性が満たされる。相関関数は古典

相関に限らず量子相関も検出できるので、エンタングルメントも同様の振る舞いを示すこ
とが期待される。より一般に、以下の直感から任意次元の gappedな格子系でエンタング
ルメントエントロピーが面積則を満たすことが期待されている。相関関数が指数的に減衰
する系では、ある点上の状態とエンタングルするのはその点から有限距離以内にある点に
限られると期待される。Fig. 1.3のように全体系を部分系 X ⊂ Λとそれ以外に分割した
とき、境界を跨ぐようなエンタングルメントは境界近傍の点に限られる。エンタングルメ
ントエントロピーは X とそれ以外の間のエンタングルメントの量を測る指標なので (cf.

??)、上限は境界の面積に比例すると考えられる。特に 1次元系では領域の境界が点にな
るので、どのような連結領域 X を取ってもエンタングルメントエントロピーは定数で抑
えられると期待される。
実際、1次元 gapped系ではエンタングルメントエントロピーが定数で抑えられること

が [23]にて示されており、[3]で改善された。[4]にて、1次元系ではクラスター性がこの
十分条件であることが示されている。??と合わせると、1次元 gapped系ではエンタング
ルメントエントロピーが面積則を満たす。しかしここでの証明はランダム状態とエンタン
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X

Λ \X

図 1.3: エンタングルメントの面積則。赤点とエンタングルする点は周囲の破線の円を超
えないと期待すると、X と Λ \X の境界 (太線)を跨ぐエンタングルメントの最大値は境
界近傍 (破線内側)にある点の数に比例すると考えられる。

グルメント蒸留のテクニックを使った複雑なものであり、エンタングルメントエントロ
ピーは定数で抑えられてはいるが物理的に妥当な評価にはなっていない。[12]にてより簡
単な証明が与えられており、さらに上限の評価も改善されている。

1次元系のスピン 1/2鎖を考える。スピンが大きい場合も各スピンをスピン 1/2に分解
して長さを調整することでこの議論を適用できる。純粋状態 ρ = |Ψ〉〈Ψ|が以下を満たす
とする。

Assumps. 5

距離 lだけ離れた 2つの領域X,Y ⊂ Λs に台を持つ任意の演算子 AX , BY につい
て、〈·〉 = Tr(ρ·)による期待値が

〈AXBY 〉 − 〈AX〉 〈BY 〉 ≤ ‖AX‖‖BY ‖2−l/ξ

を満たす。

ξ > 1としても一般性を失わない (NOT SURE!!!)。このもとで以下が成り立つ。

Thm. 5: 1次元系でのエンタングルメントエントロピーの面積則

任意の α0 ∈ [2/3, 1)を用いて、任意の領域のエンタングルメントエントロピー S

は
S <

α0

1 − α0

(
ln

ξ

1 − α0
+ 3

)
4n0 + 12

で抑えられる。ただし、

n0 ≤
⌈

10ξ

α0
+

1 − α0

α0

3

ln ξ − ln(1 − α0) + 3

⌉
+ 2

であり、dxeは x以上の最小の整数を表す。

Fig. 1.4 のように 1 次元鎖を A,B = B1 + B2, C に分ける。全体系の密度演算子を ρ

として、部分系にトレースアウトしたものを ρA のように書く。



14 第 1章 励起ギャップのある 1次元量子多体系

· · · · · ·
C B2 A B1 C

lB1 lA lB2

lC

図 1.4: 1次元鎖の分割。lB1
≤ lB2

とする。
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第 2章

行列積状態

本章では 1 次元 gapped 量子スピン系の基底状態を効率的に表現する行列積状態
(matrix product state; MPS)について扱う。数学的な定式化は [18]ですでに与えられて
おり、重要な結果の多くはここで証明されている。
本章では状態は専らスピン系を念頭に置く。
本章は主に [13, 43]を参考にした。

2.1 Schmidt分解
2.1.1 行列の低ランク近似と特異値分解
Lサイトの Hilbert空間H =

⊗L
k=1 Hk 上の量子多体系の純粋状態

|ψ〉 =
∑

i1,...,iL

Mi1,...,iL |i1, . . . , iL〉 (Mi1,...,iL ∈ C, 1 ≤ ik ≤ dk = dimHk) (2.1.1)

を効率的に近似する方法を考察する。ここで ik はサイト k における Hilbert空間 Hk の
基底を表し、Mi1,...,iL ∈ Cである。簡単のため、全系の Hilbert空間の次元は有限である
とする。
一旦問題を簡単にして L = 2 とする。i1 ∈ {1, . . . ,m}, i2 ∈ {1, . . . , n} を走るとすれ
ば、Mi1,i2 は m × n 行列M の成分とみなせる。この行列を適切に近似することで状態
|ψ〉を近似する。M は一般に正方行列ではないので、M の情報は rankM でおおよそ評
価せざるを得ないだろう。*1そこで近似行列 M̃ として、ランクが小さくかつM に近い行
列を探す。M との近さを評価するにはノルム ‖M − M̃‖が必要だが、計算が比較的容易
な行列のノルムとして Frobeniusノルム

‖M‖F :=
√

TrM†M =

√∑
i,j

|Mij |2

がある。これにより状態の近似は一旦以下の問題に書き換えられる。

*1 ここでの情報とは情報理論における情報量を意味せず、基底を適切に変えたときに非ゼロになる成分とし
ている。
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Problem 1: 行列の低ランク近似問題

与えられたm× n行列M と r̃ ∈ Nに対して

min
M̃

‖M − M̃‖2F s.t. rank M̃ ≤ r̃

を実現する M̃ を求めよ。

r̃ ≥ rankM ならば自明に M̃ = M が解なので、以下 r̃ ≤ rankM を仮定する。
Problem 1を解くに当たって、最適化問題の解法として頻用される Lagrangeの未定乗

数法を用いる。またランクが問題設定に大きく影響しているので、階数分解??を用いる。
最適近似を与える行列を階数分解により M̃ = B̃C̃ として、さらに B̃ が r̃ 個の正規直交
行列を並べて構成されることを踏まえ制約条件に B̃†B̃ = 1r̃ を課す。*2Lagrange の未定
乗数 λij ∈ Rを成分とする行列 Λ̃により

L = ‖M − B̃C̃‖2F +
r̃∑

i,j=1

λij(b̃i · b̃j − δij)

= Tr
[
(M − B̃C̃)†(M − B̃C̃)

]
+

r̃∑
i,j=1

Λ̃ij(b̃i · b̃j − δij)

= Tr
[
M†M −M†B̃C̃ − (B̃C̃)†M + C̃†B̃†B̃C̃

]
+ Tr

(
Λ̃B̃†B̃ − Λ̃

)
= Tr

[
M†M −M†(B̃C̃) − (B̃C̃)†M + C̃†B̃†B̃C̃

]
+ Tr

(
Λ̃B̃†B̃ − Λ̃

)
とする。制約条件は i, j の入れ替えで対称になるので、Λ̃も対称行列にできる。B̃ の成分
で微分して停留点を求めると

0 =
∂L

∂b̃ij
= (−C̃M † + Λ̃B̃†)ji

C̃ の成分で微分して停留点を求めると

0 =
∂L

∂c̃ij
= (−M†B̃ + C̃†)ji

であるから、Λ̃† = Λ̃に注意して

MC̃† = B̃Λ̃, C̃ = B̃†M

なる Λ̃, B̃, C̃ が停留点を与える。さらに Λ̃は実対称行列 (i.e. エルミート行列)であるか
ら、r̃ × r̃ ユニタリ行列 D̃ と実対角行列 ∆̃により Λ̃ = D̃∆̃D̃† と対角化できる。よって
近似行列 M̃ は条件式

M(D̃†C̃)† = B̃D̃∆̃, D̃†C̃ = (B̃D̃)†M (2.1.2)

を満たす行列の積 B̃C̃ として与えられる。
B̃, C̃ の意味合いがより明確になるように条件式を変形する。(2.1.2)第 2式を第 1式に

代入したものと、第 1式左からM† を作用させて第 2式を代入したものを使うと{
MM†(B̃D̃) = (B̃D̃)∆̃

M†M(D̃†C̃)† = (D̃†C̃)†∆̃
(2.1.3)

*2 以下、r̃ に依存する最適解を与える量は ·̃を付けて区別する。
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と書き換えられる。Ũ := B̃D̃ の r̃ 本の列ベクトルはMM† の固有ベクトル、D̃†C̃ の r̃

本の行ベクトルはM†M の固有ベクトルであり、固有値は ∆̃の対角成分であることがわ
かる。ともに半正定値エルミート行列MM†,M †M の固有方程式なので、固有値を与え
る対角行列 ∆̃は非負の実数を対角成分に持つ。また Ũ†Ũ = 1r̃ なので、Ũ の列ベクトル
は正規直交基底を組む。一方

D̃†C̃C̃†D̃
(2.1.2)

= Ũ †MM †Ũ
(2.1.3)

= Ũ†Ũ∆̃ = ∆̃

より、D̃†C̃ の行ベクトルのノルムは ∆̃の対角成分の平方根で与えられる。Σ̃ :=
√

∆̃に
より Ṽ := C̃†D̃Σ̃−1 とおくと Ṽ †Ṽ = 1r̃ となるので、Ṽ は r̃ 個の n次元正規直交列ベク
トルを持つ。以上をまとめると、(2.1.2)と (2.1.3)はそれぞれ{

MṼ Σ̃ = Ũ Σ̃2,

Σ̃Ṽ † = Ũ†M,

{
MM †Ũ = Ũ Σ̃2,

M†MṼ Σ̃−1 = Ṽ Σ̃

である。
最適化問題 Problem 1に戻る。停留点における目的関数の値は

‖M − M̃‖2F = Tr
[
M†M −M†Ũ Σ̃Ṽ − (Ũ Σ̃Ṽ )†M + Σ̃Ṽ †Ṽ Σ̃

]
= Tr

[
M†M − Σ̃2

]
である。Σ̃2 = ∆̃はM†M の固有値のうち r̃個を選んで並べた対角行列なので、目的関数
を最小にするには Σ̃として可能な限り大きな値の対角行列を選べばよい。よって最適な
Σ̃は固有値の並べ方の順番を除いて一意に定まる。
特に rank Σ̃ = r̃ = rankM の場合、U†U = V †V = 1rankM を満たすM = UΣV † が
この条件を満たす (rank Σ̃ < rankM ではM と Ũ Σ̃Ṽ † の間でランクが異なるため、この
形は解にならない)。ここまでの事実は以下のようにまとめられる。

Thm. 6: 特異値分解

任意のm× n行列M のランクを rとする。m× r行列 U , n× r行列 V と r× r

対角行列 Σを用いて
M = UΣV †

と分解できる。ここで U†U = V †V = 1r を満たす。aまた Σの対角成分 (特異値)

は正であり、並び替えを除いて一意に定まる。

a 本稿ではこの条件をユニタリ性、U, V をユニタリと呼ぶ。U, V は一般に正方行列ではないの
で、UU† = 1m, V V † = 1n とは限らない。

Thm. 7: Eckart-Youngの定理

m× n行列M の特異値分解を

M =

rankM∑
k=1

σkukv
†
k

として、σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σrankM > 0とする。

Mr̃ :=

r̃∑
k=1

σkukv
†
k
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はランク r̃ の行列でM を最もよく近似する。すなわち任意のランク r̃ 以下の行
列M ′ に対して

‖M −M ′‖2F ≥ ‖M −Mr̃‖2F =

rankM∑
k=r̃+1

σ2
k.

特異値分解は図式で表すことができる。まず行列 (Mij)i,j には i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈
{1, . . . , n}を走る 2本の脚がある。これを

M = M

と表す。特に明示しない限り右側が j の脚、左側が iの脚と約束する。また行列を四角で
囲まずに

Σ

のようにすることもある。この記法を用いると特異値分解は

M = U
Σ

V †

と対応する。つながっている脚は、添え字がとり得る値全てにわたって同じ添え字どうし
の積を足しあげることを意味する。例えば(

M B
)
i,j

=
∑
k

MikBkj

である。次節以降では行列に限らず高階テンソルにもこの記法を用いるが、脚が増えるだ
けで縮約のルールは変わらない。本稿を通してこの記法がたびたび登場する。
次節に移る前に、特異値分解の直感的解釈を与える。特異値分解の式から直ちに

Mvk = σkuk が得られるが、これは線形変換M : Cn → Cm が vk を長さ σk 倍して方向
uk に移すことを表している。appendix A.1も参照。また Thm. 7により特異値 σk が大
きいほどM の情報を多く持っていると解釈できる。
この解釈を視覚的に理解できる画像圧縮の例を紹介する。*3グレースケールの画像は

各ピクセルの明るさを 0 から 255 までの整数で表した行列で表現される。Fig. 2.1 は
3024× 4032画素の画像を特異値分解し、特異値の大きい順に残して近似したものである。
合計 3024個の特異値のうちごくわずかで画像を復元できることがわかる。実際 Fig. 2.2

に示すように、この画像では少数の特異値が大きな寄与を有し、大部分の特異値は非常に
小さい。

2.1.2 2粒子系の Schmidt分解
我々がはじめ取り組んでいた問題は L サイトの純粋状態の近似であった。今、簡単の

ために L = 2として、それぞれのサイトを A,B とする。合成系の Hilbert空間は各サイ

*3 https://github.com/lowtonevoice/masterthesis/tree/main/demonstration/SVD にここで用
いた画像圧縮の Pythonコードと画像を公開している。

https://github.com/lowtonevoice/masterthesis/tree/main/demonstration/SVD
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(a) 元画像 (b) k = 5 (c) k = 20 (d) k = 50 (e) k = 100

図 2.1: 元画像 (左端) と、特異値によるランク k の低ランク近似で得られる画像 (右 4

枚)。

図 2.2: Fig. 2.1の元画像の特異値分布。

トの Hilbert空間の直積HA ⊗HB で与えている。各サイトの Hilbert空間の正規直交基
底により 2サイトの規格化された純粋状態は

|Φ〉AB =

dimHA∑
i=1

dimHB∑
j=1

Mij |i〉A ⊗ |j〉B

Mij ∈ C,
∑
i,j

|Mij |2 = 1


と書ける。行列 (Mij)i,j を特異値分解して

|Φ〉AB =
∑
i,j

rankM∑
k=1

uikσk(v†)kj |i〉A ⊗ |j〉B

=

rankM∑
k=1

σk

(∑
i

|i〉A uik

)∑
j

(v†)kj |j〉B


とできる。 (∑

i1

u∗ki1 〈i1|A

)(∑
i2

ui2l |i2〉A

)
=
∑
i

u∗kiuil = δkl

より∑ |i〉A uik は正規直交基底を組む。
∑

(v†)kj |j〉B も同様。規格化条件から
∑

k σ
2
k =

1である。以上は次の定理にまとめられる。
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Thm. 8: Schmidt分解

有限次元 Hilbert 空間上の 2 サイト純粋状態は各サイトの Hilbert 空間の正規直
交基底 {|φk〉A}, {|ψk〉B}により

|Φ〉AB =

d∑
k=1

σk |φk〉A ⊗ |ψk〉B (2.1.4)

と分解できる。ここに、
d∑

k=1

σ2
k = 1

を満たす。dを |Φ〉AB の Schmidtランクという。

??の系として以下が示される。

Cor. 2: Schmidt分解は純粋状態の最適近似

2サイト純粋状態 |Φ〉AB の Schmidt分解を (2.1.4)で与える。ただし σ1 ≥ σ2 ≥
· · · > 0 とする。Schmidt ランク d̃ 以下の状態で |Φ〉AB を最もよく近似する状
態は ∣∣Φd̃

〉
AB

:=

d̃∑
k=1

σk |φk〉A ⊗ |ψk〉B

である。より厳密には、Schmidtランク d̃以下の任意の状態 |Ψ〉AB は

||Φ〉AB − |Ψ〉AB |
2 ≥

∣∣|Φ〉AB −
∣∣Φd̃

〉
AB

∣∣2 =
∑

k>d̃+1

σ2
k

となる。

最後の誤差評価は

∣∣|Φ〉AB −
∣∣Φd̃

〉
AB

∣∣2 =

∣∣∣∣∣∣
∑
k>d̃

σk |φk〉A ⊗ |ψk〉B

∣∣∣∣∣∣
2

=
∑
k>d̃

σ2
k

から得られる。
Schmidt分解によりエンタングルメントエントロピーが簡単に評価できる。まず B 系

をトレースアウトして

ρA := TrB [|Φ〉AB 〈Φ|AB ] =
∑
k∈N

σ2
k |φk〉A 〈φk|A

の可分状態であり、Aのエンタングルメントエントロピーは

SA(ρ) := −Tr[ρA ln ρA] = −
∑
k∈N

σ2
k lnσ2

k

となる。右辺は A,B に依存しない値なので、SA = SB が成り立つことがわかる。∑
k σ

2
k = 1 であるから右辺は Def. 28 で定義した {σ2

k} を確率分布とする Shannon

エントロピー H({σ2
k}) である。可分状態 ρ =

∑
pi |i〉〈i| では Shannon エントロピー

H({pi}) と von Neumann エントロピー S(ρ) が一致することを反映している。CITE
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SOMEWHERE!!! Schmidtランクを固定すると Prop. 17により Schmidtランクで SA

の上限が決まる。

SA

(
d∑

k=1

σ2
k |φk〉〈φk|

)
= H({σ2

k}dk=1) ≤ log2 d

2.1.3 3粒子以上での Schmidt分解の不可能性
L = 2では Schmidt分解によって状態を近似した。同様の近似方法が L > 2でも期待
される。しかし結論を先に述べると、3サイト以上の量子系では常に Schmidt分解の対応
物が存在するとは限らない。以下、この事実を確認する。

Schmidt分解の部分トレース
L = 3の各サイトを A,B,C とする。3サイト状態 |ψ〉が

|ψ〉 =
∑
k∈N

σk |ak〉A |bk〉B |ck〉C

のような Schmidt 分解が可能であるとする。右辺のケットベクトルは全て正規直交基底
を組むことに注意すると、例えば部分系 Aに関する部分トレースをとることで

ρBC = TrA[|ψ〉 〈ψ|] =
∑
k∈N

σ2
k |bk〉B |ck〉C 〈bk|B 〈ck|C

の separable 状態となる。一般にサイト数に関わらず、Schmidt 分解の部分トレースは
separable状態である。逆に、部分トレースが separableでない、すなわち部分系の状態
が古典混合で表せない場合は Schmidt分解で表すことができない。
以下、具体的にこのような状態の存在を確認する。議論を簡単にするために、qubit系
を考察する。L = 3の純粋状態は

|000〉 , |001〉 , |010〉 , |011〉 , |100〉 , |101〉 , |110〉 , |111〉

の 8つの基底で張られる。計算の利便性を考慮し、類似した基底を等重率で重ね合わせた
エンタングルメントのある状態を構成すると、最も簡単なものは

|GHZ〉 = (|000〉 + |111〉)/
√

2

とできるだろう (GHZ状態)。しかし部分トレースをとると

TrA[|GHZ〉 〈GHZ|] =
1

2
(|00〉〈00| + |11〉〈11|)

となり、separable状態である。次に簡単なエンタングル状態として、

|W 〉 = (|001〉 + |010〉 + |100〉)/
√

3

のW状態を考える。この状態の部分トレースは

WBC =
1

3
[|00〉〈00| + (|01〉 + |10〉)(〈01| + 〈10|)] =

2

3

∣∣φ+〉 〈φ+∣∣+
1

3
|00〉〈00| (2.1.5)

と表せ、|φ+〉 = (|01〉 + |10〉)/
√

2の最大エンタングル状態を含んでいる。このことから
W 状態は Schmidt分解できないことがわかる。
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混合状態のエンタングルメント解析
より定量的に議論するために、混合状態のエンタングルメント解析を行う。混合状態の

エンタングルメントの定量化には何種類かの方法があるが、ここでは着目している状態が
最大エンタングル状態 (Bell状態)とどれだけ類似しているかを測る指標となる忠実度を
用いる (忠実度については appendix E.3を参照)。この手法の利点として、Hilbert空間
の次元に依存しない評価ができることが挙げられる。
まずは separable状態 ρBC と Bell状態の忠実度を評価する。ρBC が純粋状態のとき、

ρBC = |ψ〉B |φ〉C 〈ψ|B 〈φ|C と書ける。

| 〈Φ|ψBφC〉 | =
1√
2

∣∣∣∣∣∣
∑
i=0,1

〈i|ψ〉 〈i|φ〉

∣∣∣∣∣∣ =
1√
2

∣∣∣∣∣∣
∑
i=0,1

(〈i|ψ〉∗ |i〉)† |φ〉

∣∣∣∣∣∣
である。

|ψ∗〉 :=
∑
i=0,1

|i〉 〈i|ψ〉∗ =
∑
i=0,1

〈ψ|i〉 |i〉

で定義すると、
| 〈Φ|ψAφB〉 | =

1√
2
| 〈ψ∗|φ〉 | ≤ 1√

2

となる。ゆえに F(ρBC , |φ+〉 〈φ+|) ≤ 1/
√

2. separable状態 ρBC が混合状態のとき状態
は ρBC =

∑
k pk |ψk〉B |φk〉C 〈ψk|B 〈φk|C の形で書けるが、忠実度の凸性??から

F(ρBC ,
∣∣φ+〉 〈φ+∣∣) ≤∑

k

pkF(|ψk〉B |φk〉C 〈ψk|B 〈φk|C ,
∣∣φ+〉 〈φ+∣∣)

≤ 1√
2

∑
k

pk =
1√
2

を満たす。
一方でW状態の部分トレース (2.1.5)と Bell状態の間の忠実度を評価すると、

F(WBC ,
∣∣φ+〉 〈φ+∣∣) =

√
2

3
>

1√
2

となる。
したがってW状態は Schmidt分解できないことが定量的にも示された。

2.2 開放端条件下の行列積状態
前節で見たように、L > 2では全系を一度に近似する Schmidt分解の対応物は存在し

ない。しかし全系の Hilbert空間を大きく 2分割して 2サイト系と思えば部分的に特異値
分解が可能である。開放端条件を具体例にとると、端から順に特異値分解を繰り返すこと
で、行列積状態 (matrix product state; MPS)と呼ばれる状態の表現を得られる。

2.2.1 標準形MPS

(2.1.1) に現れるMi1,...,iL の脚を iL とそれ以外に分けて (d1 · · · dL−1) × dL 行列とみ
なす。物理的には 1番目から (L− 1)番目のサイトをまとめて一つのサイトとみなすこと
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に対応する。特異値分解により

Mi1,...,iL =
Mi1,...,iL

· · ·
= ΣL−1

V †
L

UL−1

· · ·

とできる。Schmidtランク rL−1 = rank ΣL−1 はmin(d1 + · · ·+dL−1, dL) ≤ (d1 + · · ·+
dL)/2である。M から上に伸びる細線で表した Hilbert空間の脚を一般に physicalな脚,

特異値分解で新たに生じた横向きの太線で表す脚を virtual な脚と呼ぶ。Thm. 7のユニ
タリ性は

1rL−1
= V †

LVL = V †
L

VL

= U †
L−1UL−1 = UL−1U†

L−1

· · · · · ·

と記述される。† は virtual と physical を合わせた脚全体に関する転置と複素共役を表
す。(2.1.1)の |ψ〉の規格化条件は

1 =

Mi1,...,iL

Mi1,...,iL

· · · =

ΣL−1

ΣL−1

V †
L

V †
L

UL−1

UL−1

· · · =

ΣL−1

ΣL−1

= Tr
[
Σ2

L−1

]

と表される。ただし上段にある行列要素は全て複素共役を取るものとする。
1番目から L − 2番目の physicalな脚を 1本とみなし、L − 1番目の physicalな脚と

V †
L へ伸びる virtualな脚と合わせて 1本とすると再度特異値分解を適用できて、

ΣL−1
V †
L

UL−1

· · ·
= ΣL−2

V †
LV †

L−1
UL−2

· · ·

1rL−2
= V †

L−1
VL−1

= UL−2U †
L−2

· · · · · ·

が成り立つ。特に U†
L−1UL−1 = 1の条件式と合わせて

Σ2
L−2

V †
L−1

VL−1 = Σ2
L−1

も成立する。Schmidtランクは rL−2 = min(d1 + · · ·+dL−2, dL−1 +rL−1) ≤ (d1 + · · ·+
dL)/2である。規格化条件から Tr

[
Σ2

L−2

]
= 1である。

これを繰り返すことで、

Mi1,...,iL

· · ·
= Σ1

AL· · ·A3A2U1

,

の形を得る。ここで Ak = V †
k とした。U1 の virtualな脚は右向きしかないが、左向きに

ランク 1の脚がある virtual 1×(virtual r1+ physical d1)行列とみなせば

Mi1,...,iL

· · ·
= Σ0

AL· · ·A3A2A1
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と書ける。by constructionでこの表示は特異値分解の自由度を除いて一意に定まる。規
格化条件により任意の 1 ≤ k ≤ Lにて

Ak A†
k

= 1rk−1
,

Σ2
k−1

AkA†
k = Σ2

k
,

Tr
[
Σ2

k

]
= 1, rk ≤ d1 + · · · + dL

2

が成り立つ。ただし Σ0 = 1はスカラーである。
ここまでの事実は以下の定理にまとめられる。

Prop. 1: 開放端条件の純粋状態の右標準形のMPS

有限次元 Hilbert空間のテンソル積で表される Lサイト系の純粋状態は右標準形
(right canonical form)の行列積状態 (matrix product state; MPS)∑

i1,...,iL

Ai1
1 A

i2
2 · · ·AiL

L |i1, . . . , iL〉

=
AL· · ·A3A2A1

の表示を有し、特異値分解の自由度を除いて一意に定まる。ここに、∑
im

Aim
m (Aim

m )† = Ak A†
k

= 1rk−1
(2.2.1)

∑
ik

(Aik
k )†Σ2

k−1A
ik
k =

Σ2
k−1

AkA†
k = Σ2

k
(2.2.2)

を満たし、Σk は正の実数が並び Tr Σ2
k = 1となるランク rk ≤ (d1 + · · · + dL)/2

の対角行列である。

Schmidt 分解の順番を左からにすることで、(2.2.1), (2.2.2) の A と A† の位置が入れ
替わった左標準形 (left canonical form) の MPS 表示も得られる。Schmidt ランクの上
限 max(r1, . . . , rL−1)をボンド次元と呼ぶ。

Sec. 2.1.2 最後に見たように、2 粒子系では特異値からエンタングルメントエントロ
ピーを簡単に計算できた。MPSは全体系を大きく 2つに分割して特異値分解を繰り返し
て構成しているので、やはりエンタングルメントエントロピーを簡単に計算できると期待
できる。左側 k サイトと右側 L − k サイトに分割したときのエンタングルメントエント
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ロピーを考える。左規格化条件 (2.2.2)から、左側の自由度をトレースアウトした状態が

ρR =

A•

A†
•

A•

A†
•

A•

A†
•

A•

A†
•

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

=

A•

A†
•

A•

A†
•

Σ2
k

· · ·

· · ·

となる。ρR の積はこれを上下に積層することで表されるので、右規格化条件 (2.2.1) に
よってMPSテンソルが消えていき、最終的に

S = −Tr[ρR ln ρR] = −Tr
[
Σ2

k ln Σ2
k

]
となる。Sec. 2.1.2 同様右辺は Σ2

k の対角成分を確率分布とする Shannon エントロピー
なので、ボンド次元 Dk によってエントロピーの上限が決まる。

S = H({(σk)2α}
Dk
α=1) ≤ log2Dk.

2.2.2 開放端条件でのMPSの自由度
特異値分解は一意ではないので、MPS表示も一意ではない。標準形MPSは必要最小
限のランクに合わせた、ある種の最適化のもとでの表示だが、ボンド次元に冗長性を持
たせたMPS表示も可能である。また特異値分解におけるユニタリの取り方も自由度があ
る。この事実は一見理論の記述を冗長にしているだけのように見えるが、後の章でみるよ
うにMPSの表示の変形に対応する現象が物理的に重要な意味を持つ場合がある。
上記の自由度はともに virtualな脚に恒等演算子を挿し込む形で実現できる。例えば二

つのテンソルの間に

A1 A2

=
A1 A2Z Y

となるような ZY = 1 を挿入することができる。この操作は全てのボンドに対して可能
である。全てのボンドに ZY を挿入すると、MPSテンソルは · · ·Ak−1AkAk+1 · · · の形
から · · ·Yk−2Ak−1Zk−1Yk−1AkZkYkAk+1Zk+1 · · · の形に変形され、Yk−1AkZk =: Bk

が新たなMPSテンソルになる。逆操作を行えば、任意のMPS表示を標準形MPSに変
形できる。Sec. 2.2.1で与えたように、端から順に特異値分解を繰り返せばよい。
ここまでの議論を命題の形で明示すると以下のようになる。
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Thm. 9: OBC-MPSの行列の選び方に関する自由度

Lサイト系の開放端条件における任意のMPS

|ψ〉 =
∑

i1,...,iL

Bi1
1 B

i2
2 · · ·BiL

L |i1, . . . , iL〉

に対して、YiZi = 1なる行列 Yi, Zi が存在し、

Ai
1 = Bi

1Z1, Ai
L = YL−1B

i
L, Ai

k = Yk−1B
i
kZk (2 ≤ k ≤ L− 1) (2.2.3)

とすることで標準形MPS

|ψ〉 =
∑

i1,...,iL

Ai1
1 A

i2
2 · · ·AiL

L |i1, . . . , iL〉 (2.2.4)

を得られる。すなわち、任意の OBC-MPSは標準形MPSに YiZi = 1なる行列
Yi, Zi を挿入することで実現できる。

前述の通り Sec. 2.2.1の構成を繰り返すだけなので、証明は容易である。

Prf.

■標準形 MPS の構成 (左規格化条件以外) (2.2.3) を念頭に、∑iA
i
k(Ai

k)† = 1

を満たすようなMPSテンソル Ai
k を構成する。MPSの一番右のテンソルを特異

値分解して

BL

=
ALUL−1

∆L−1

とする。ここで UL−1, A は Thm. 6 のユニタリ性条件を満たすようにとり、
∆L−1 は正の実数が並ぶ対角行列である。すなわち

∑
iA

i
L(Ai

L)† = 1 とでき、
ZL−1 = UL−1∆L−1 は left inverse ∆−1

L−1U
†
L−1 を有する。続いて特異値分解

BL−1 ZL−1
=

AL−1UL−2

∆L−2

を行い、同様に ZL−2 = UL−2∆L−2 とすると、
∑

iA
i
L−1(Ai

L−1)† = 1 とでき、
ZL−2 は left inverseを有する。これを続けて、最終的に Ai

1 = Bi
1Z1 まで到達す

ると (2.2.4)を得て、∑iA
i
j(A

i
j)

† = 1を 1 < j ≤ Lにて満たす。規格化条件

1 = 〈ψ|ψ〉 =
∑

i1,...,iL

Ai1
1 · · ·AiL

L (AiL
1 )† · · · (Ai1

L )† =
∑
i1

Ai1
1 (Ai1

1 )†

も合わせて考慮すると、j = 1を含め全ての j でMPSテンソルの右規格化条件を
得る。

■左規格化条件 続いて∑i(A
i
1)†Ai

1 は半正定値エルミート行列なのでユニタリ
V1 と対角行列 Λ1 を用いて ∑

i

(Ai
1)†Ai

1 = V1Λ1V
†
1
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と対角化できる。A′i
1 = Ai

1V1 とすると
∑

i(A
′i
1 )†A

′i
1 = V †

1 V1Λ1V
†
1 V1 = Λ1 と

なって左規格化条件を得る。続いて∑i(V
†
1 A

i
2)†Λ1(V †

1 A
i
2)も半正定値エルミート

行列なのでユニタリ V2 と対角行列 Λ2 を用いて∑
i

(V †
1 A

i
2)†Λ1(V †

1 A
i
2) = V2Λ2V

†
2

と対角化すると、A′i
2 = V †

1 A
i
2V2 は左規格化条件

∑
i(A

′i
2 )†A

′i
2 = Λ2 を満たす。以

下、同様に続けていくと、

A
′i
k = V †

k−1A
i
kVk = V †

k−1Z
−1
k−1B

i
kZkVk

が 2 ≤ k ≤ L − 1にて左規格化条件を満たす。右規格化条件も同時に満たすこと
に注意。この書き換えで MPS の右端には V †

L−1Z
−1
L−1B

i
L = VL−1A

i
L が残ってい

るが、左規格化条件は
∑
i

(VL−1A
i
L)†(VL−1A

i
L) = A†

L V †
L−1

VL−1 AL
∈ C

により自動的に満たす。

2.2.3 ボンド次元の削減による近似
Prop. 1は Hilbert空間の次元の増大に伴いボンド次元が上限なく増大しうることを示
唆している。特に熱力学極限をとると一般にボンド次元は無限大へ発散してしまう。特に
数値計算など具体的な計算を念頭に置くと、ボンド次元を有限に抑えた近似が必要にな
る。Thm. 7を踏まえると、特異値分解を繰り返して得られたMPSはボンド次元を制限
してもある程度適切な近似を与えていると期待されるが、本節ではその妥当性を具体的に
評価する。
基準となる PBC-MPSAi1

1 · · ·AiL
L のボンド次元を D に制限した状態を

|ψD〉 :=

D∑
a1,...,aL−1=1

(Ai1
1 )a1

(Ai2
2 )a1,a2

· · · (AiL
L )aL−1

|i1, . . . , iL〉

とする。ボンド次元 D の空間への射影

PD :=

(
1D

0

)
を用いて

|ψD〉 := Ai1
1 PDA

i2
2 PD · · ·AiL

L |i1, . . . , iL〉

とも書けるので、図式では

· · ·
A1

PD
A2

PD
A3

PD · · ·

のように表すことにする。Thm. 7 (Eckart-Youngの定理)で見たように、行列間の誤差
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は削減された特異値の二乗和で評価できるので、ここでも

εk(D) :=

rk∑
i=D+1

σk(i)2

として導入する。ここで rk は k番目のボンド次元、σk(i)はその i番目に大きな特異値で
あり、Prop. 1で導入した Σk = diag(σk(1), . . . , σk(rk))に対応する。
誤差 ‖ |ψ〉 − |ψD〉 ‖の評価は本質的に

〈ψ|ψD〉 = T1
PD

T2
PD

T3
PD

· · · TL

の評価に帰着される。ここに、

Tk :=

Ak

A†
k

は転送行列と呼ばれ、T1は左へ、TLは右へ伸びる virtualな脚がない形で定義される。間
に挟まっているのが PD ではなく恒等演算子のときは、左端から順に左規格化条件 (2.2.2)

を適用することで計算できて、値は 1になる。*4左から右へと計算を進めていくことを踏
まえると、

Y1 = Σ2
0 PD

, Yk = Yk−1 Tk
PD

を定義すると、〈ψ|ψD〉 = YL となる (YL は右端に virtual な脚が伸びないスカラーであ
ることに注意)。また右規格化条件 (2.2.1)があるので、Tk の縮約は CPTP写像になって
いる。この性質を利用して、トレースノルム

‖A‖tr := Tr
√
A†A

で 〈ψ|ψD〉を評価する。

2.3 周期境界条件下で並進対称性のある行列積状態
凝縮系物理学においては熱力学極限でバルクが並進対称性を有することを期待してい

る。特にMPSで並進対称性を課すと、MPSテンソルが位置に依存しないことが期待さ
れる。サイトが少数でも並進対称性を課すため、本節では周期境界条件を考察する。

2.4 blockingとか injectivityとか
2.4.1 定義
群の可約・既約表現に対応して、完全正値写像にも可約・既約の概念を定義できる。

*4 ϵk の定義式に σ2 が入っているので、右規格化条件 (2.2.1)よりも左規格化条件を使うのが好ましい。
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Def. 2: 完全正値写像の可約・既約・primitivity

完全正値写像 T : ρ 7→ T (ρ) =
∑

iAiρA
†
i について、非自明な射影 P であって

PρP = ρ =⇒ T (PρP ) = PT (ρ)P

を満たすものが存在するとき、T は可約 (reducible)であるという。可約でない T

は既約 (irreducible)であるという。

Def. 3: irreducible, primitive

Completely positive map T : ρ 7→ T (ρ) =
∑

iAiρA
†
i が

• reducibleであるとは、非自明な射影 P であって、ρ = PρP † となる任意の
ρに対し T (ρ) = PT (ρ)P † を満たすものが存在すること

• irreducibleであるとは、reducibleでないこと
• primitiveであるとは、ある nが存在して、任意の ρ ≥ 0に対し、Tn(ρ) > 0

を満たすこと

Prop. 2

T : ρ 7→ T (ρ) =
∑

iAiρA
†
i をスペクトル半径 r の completely positive mapとす

る。このとき r は少なくとも一つの正定値固有ベクトルの固有値である。さらに、

• T が primitiveであることと
– r が縮退しない
– 対応する固有ベクトルが正定値
– 大きさ r の固有値が他に存在しない
を満たすことは同値

• T が irreducibleだが primitiveでないとき、r の縮退度は 1だが、大きさ
r の他の固有値がある K と n ∈ ZK により r · exp(2πin/K)と表せる。こ
のK を periodicityと呼ぶ。

• T が reducible で d あることと、ある非自明な射影 P が存在して AiP =

PAiP を満たすことは同値

証明は [17, 41]にある。

Def. 4: MPS

MPSテンソルとは、テンソル A ∈ CD ⊗ (CD)∗ ⊗ Cd であって、

A =
∑
i,α,β

Ai
α,β |α〉 〈β| ⊗ |i〉 =

∑
i

Ai ⊗ |i〉

となるもの。任意の n ∈ Nに対し、状態 Vn(A) ∈ (Cd)⊗n は

Vn(A) =
∑

i1,...,in

Tr
(
Ai1 · · ·Ain

)
|i1, . . . , in〉
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で定義される。A の転送行列 (transfer matrix) TA は completely positive map

ρ 7→ TA(ρ) =
∑

iA
iρ(Ai)† で定義される。Aが

• injectiveであるとは、∑i Tr{Aiρ} |i〉 = 0ならば ρ = 0であること
• normalであるとは、TA が primitiveであること
• periodicであるとは、TA が irreducibleだが primitiveでないこと

Aが injectiveのとき転送行列が単射になるので left inverse Cが存在して∑iA
i⊗Ci =

Idを満たす。

A

C

=

Def. 5: MPO

matrix product operator (MPO)とは、MPS formで

Vn(X) =
∑

i1,...,in;j1,...,jn

Tr
[
Xi1,j1 · · ·Xin,jn

]
|i1, . . . , in〉 〈j1, . . . , jn|

と書かれる演算子のこと。

MPO は MPS の特別な場合であるから、MPS に関する全ての定義と構成が適用で
きる。

2.4.2 MPSの blockingと積
Def. 6: blocking

MPS tensor B が Aの blockingであるとは、

V =
∑

i1,...,ik

Ai1 · · ·Aik ⊗ |i1, . . . , ik〉

と表せること。直ちに Vn(B) = Vkn(A)が成り立つ。

normal (転送行列が何乗かすると positive definiteになる)なMPSテンソルは block-

ing しても normal であることに注意。さらに injectivity と normality は blocking して
も保たれる。

Prop. 3: injective ⇐⇒ normalの blocking

任意の injective MPS テンソルは normalテンソルに比例する。逆に任意の nor-

malテンソルに対してある L0 ∈ Nが存在して、任意の L ≥ L0 回の blockingに
より injectiveテンソルが得られる。このような最小の L0 を injectivity length

と呼ぶ。

証明は例えば [33]にある。
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blockingだけでなく、異なるMPSテンソルの積をとっても nomalityと injectivityは
保たれる。

Prop. 4: テンソルの縮約で normality, injectivityは保存

二つの normal MPSテンソルのテンソル積は normalである。また二つの injec-

tive MPSテンソルのテンソル積は injectiveである。

Prf.

■normalの積は normal normal tensor A,B のテンソル積 A⊗B の転送行列は
TA ⊗TB である。任意の演算子 T のスペクトルを σ(T )と書くと、σ(TA ⊗TB) =

σ(TA) · σ(TB)である。よって TA ⊗ TB はスペクトル半径に等しい大きさの固有
値がただ一つ存在する。各々の最大固有値の固有ベクトルを ρA, ρB とすれば、対
応する固有ベクトルは ρA ⊗ ρB である。ρA ⊗ ρB は正定値かつ full rankなので、
TA ⊗ TB は primitiveである。

■injectiveの積は injective A,B が injectiveならば、left inverse A−1, B−1が存
在する。A−1 ⊗B−1 は A⊗B の left inverseなので、A⊗B も injectiveである。

2.4.3 MPSの分解
Prop. 5: 熱力学極限で injectiveになるMPSテンソルは極限で比例するか直交する

injectivity length が高々 LのMPS テンソル A,B から作られる MPSテンソル
は以下のいずれかを満たす。

• 熱力学極限でMPSが直交する。すなわち、

|〈Vn(A)|Vn(B)〉|
‖Vn(A)‖‖Vn(B)‖

n→∞−−−−→ 0

この場合、A,B は本質的に異なる (essentially different)と呼ばれる。
• 以下の等価な条件を満たす。

– λ ∈ Cが存在して、任意の nで Vn(A) = λnVn(B)を満たす
– n ≥ 2L+ 1が存在して、ある λ ∈ Cにて Vn(A) = λnVn(B)

– ある λ ∈ Cと可逆行列X が存在して、Ai = λXBiX−1 を満たし、こ
の X は定数を除いて unique

証明は [14]にある。

Cor. 3: 本質的に異なる injective MPSテンソルは極限で線型独立

どれをとっても本質的に異なる injective MPS テンソル Ai を与えると、ある
N ∈ Nが存在して、MPS Vn(Ai)は任意の n ≥ N で線形独立になる。
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Prop. 6: MPSは normalと periodicの線型結合

任意のMPS Vn(A)は normal MPSと periodic MPSの線型結合に分解できる。

Vn(A) =
∑
i

µn
i Vn(Ai)

ここに Ai はそれぞれ nomalまたは periodicである。

Prf.

ボンド次元 D の帰納法で示す。
D = 1 の時、Ai は virtual な脚に関してスカラーなので 2 乗すると正になる。
よって Ai は normalテンソルに比例する。
D < D0 までで主張が正しいと仮定する。ボンド次元 D0 のMPSテンソル Aを
考える。転送行列 TA が irreducibleなら、Aは periodicまたは normal MPSテ
ンソルに比例。TA が reducibleなら、Prop. 2により非自明な射影 P が存在して、
AiP = PAiP とできる。この時 Vn(A) = Vn(PAP ) +Vn(QAQ) w/ Q = Id−P
である。PAP のボンド次元が rankP になるので、ある X : CD0 → CD と
Y : CD → CD0 が存在して P = Y X, XY = IdD が成り立つ。結果、得られる
MPSのボンド次元が D0 未満になるので、帰納法の仮定から主張が従う。

Prop. 7

A を periodicity K の periodic な MPS テンソルとする。K 回の blocking によ
り Vn(A)はK 個の本質的に異なる normal MPSテンソルに分解できる:

VKn(A) =

K∑
i=1

Vn(Bi)

ここに Bi は互いに本質的に異なる normal MPSテンソルで、K サイトに作用す
るものである。さらに n /∈ KNに対して Vn(A) = 0.

この命題は [9]の Lem. 5にある。[14]の Prop. 9はこの Cor.である。

Cor. 4: blockingにより normalテンソルの線型結合になる

任意のMPSテンソル Aに対して K が存在し、K 回の blockingにより VKn(A)

は normalテンソルの線型結合に分解できる。

VKn(A) =

M∑
i=1

µn
i Vn(Bi)

ここに Bi は互いに本質的に異なる normal MPSテンソルで、K サイトに作用す
るものである。

次の命題と Cor. 3を合わせると分解の一意性が得られる。
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Prop. 8

µ1, . . . , µr ∈ C× と λ1, . . . , λs ∈ C× が任意の n ∈ Nで
r∑

i=1

µn
i =

s∑
j=1

λnj

を満たすならば、r = sであり、またある順列 pによって µi = λp(i) が成り立つ。

この命題は [16] Lem. 9で証明されている。

2.4.4 NTI-MPS

並進変換で対称とならないMPSテンソルについても考察する。

Def. 7: NTI-MPS

di と Di (i = 1, . . . , k) を正の整数とする。Xi =
∑di

j=1X
j
i ⊗ |j〉 ∈ CDi ⊗

(CDi+1)∗ ⊗ Cdi をテンソルとして k + 1を 1と同一視する。この時、このテンソ
ルに non-translationally invariant MPS (NTI-MPS)を

V (X1, . . . , Xk) =
∑

i1,...,ik

Tr{Xi1
1 · · ·Xik

k } |i1, . . . , ik〉

で定義する。

NTI-MPSの injectivityは、l回の blockingにより任意の i = 1, . . . , kに対してテンソ
ル XiXi+1 · · ·Xi+l が

Tr
[
ρXj1

i X
j2
i+1 · · ·X

jl
i+l−1

]
|j1, . . . , jl〉 = 0 ⇒ ρ = 0

を満たすことと定義される。

Prop. 9

X1 . . . Xkを l回の blockingにより injectiveなMPSとする。このMPSはm ≥ l

回の blockingでも injectiveである。

Prf.

mの帰納法で示す。m = lの時、主張は by definitionで正しい。MPSがm回の
blocking で injective であると仮定する。ρ ∈ CDi+m ⊗ CDi がある iから始まる
m+ 1個の連続するサイトにおいて∑

j1,...,jm+1

Tr
[
ρXj1

i X
j2
i+1 · · ·X

jm+1

i+m

]
|j1, . . . , jm+1〉 = 0

を満たすとする。Xi . . . Xi+m−1 が injectiveなので、

X
jm+1

i+m ρ = 0 ∀jm+1 ∈ {1, . . . , di+m}
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である。任意の行列M ∈ CDi ⊗ CDi+1 に対して

0 = Xj2
i+1 · · ·X

jm+1

i+m ρM ∈ CDi+1 ⊗ CDi+1

となるので、 ∑
j2,...,jm+1

Tr
[
Xj2

i+1 · · ·X
jm+1

i+m ρM
]
|j1, . . . , jm+1〉 = 0.

m個の連続するブロックXi+1 · · ·Xi+mが injectiveなので、ρM = 0である。M
は任意に取っていたので、ρ = 0 が従う。よって、MPS は m + 1 回の blocking

でも injectiveである。

2.5 密度行列繰り込み群法 (DMRG)

密度行列繰り込み群 (density matrix renormalization group; DMRG)法は、量子多体
系の基底状態を行列積状態により近似して求める数値計算手法である [40]。DMRGに関
するレビューは [34, 20, 35]などがあるほか、教科書として [45, 46]などがある。
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対称性に保護されたトポロジカル相

本章は主に [37]を参考にした。

3.1 自明相と SSB相 - 横磁場強磁性 Ising模型
SPT相と比較のため、まずは自明相と SSB相を理解する。この両方を実現する最も簡
単な例として、1次元横磁場強磁性 Ising模型を考える。1次元格子 Λ各サイトに Hilbert

空間 C2 を配置し、全系の Hilbert空間はテンソル積で与える。Hamiltonianは

HIsing = −J
∑
i∈Λ

σz
i σ

z
i+1 − h

∑
i∈Λ

σx
i (J ≥ 0)

とする。スピン 1/2演算子 si に対して σi = 2si に注意。Hamiltonianには σz
i 7→ −σz

i ,

σx
i 7→ σx

i で与えられる Z2 スピン反転対称性がある。
J = 0のとき、基底状態は σx

i の +1固有状態のテンソル積⊗i |→〉で uniqueになる。
第 1励起状態は一つのサイトのスピンを σx

i 固有値 −1に反転させた状態で、エネルギー
ギャップは ∆ = 2|h| である。Z2 スピン反転対称性の秩序変数Mz =

∑
i∈Λ σ

z
i /N の基

底状態期待値は 0 となり、基底状態は対称性を破らない。秩序変数として全磁化ではな
く、局所的な Oi = σz

i や Oi,j = σz
i σ

z
j をとっても同様に、基底状態における期待値は 0

である。
一方 h = 0 のとき古典強磁性 Ising 模型である。基底状態は全てのサイトで共通して

σz
i の +1固有値をとる固有状態⊗i |↑〉と、全てのサイトで共通して σz

i の −1固有値を
とる固有状態⊗i |↓〉の 2つで縮退する。Z2 スピン反転対称性の秩序変数はそれぞれ{

〈Mz〉⊗
i|↑⟩

= +1

〈Mz〉⊗
i|↓⟩

= −1

{
〈Oi〉⊗

i|↑⟩
= +1

〈Oi〉⊗
i|↓⟩

= −1
〈Oi,j〉⊗

i|↑⟩
= 〈Oi,j〉⊗

i|↓⟩
= +1

となり、基底状態は Z2 対称性を自発的に破ることがわかる。

3.1.1 Kitaevの p波超伝導模型による厳密対角化

3.1.2 Jordan-Wigner変換による解析解
|h/J | = 0で常磁性、|h/J | = ∞で強磁性となっているので、間に相転移点が存在する
と予想される。[47]に従って、この様子を解析的に検証する。後の便益のため、サイト数
Lは偶数とする。
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Jordan-Wigner 変換の比較的よく知られた形で対角化ができるように、スピンを回転
させて

HIsing = −J
∑
i∈Λ

σx
i σ

x
i+1 − h

∑
i∈Λ

σz
i

と書き直す。*1 σ = 2sに注意して、Jordan-Wigner変換は

σ+
j = 2 exp

(
iπ

j−1∑
k=1

c†kck

)
c†j = 2(−1)n1+n2+···+nj−1c†j

σ−
j = 2cj exp

(
−iπ

j−1∑
k=1

c†kck

)
= 2cj(−1)n1+n2+···+nj−1

σz
j = 2c†jcj − 1

によりスピン 1/2 をフェルミオンへ移す変換である。ここに nk = c†kck はサイト
k のフェルミオン数演算子で、固有値は 0, 1 のいずれか。最右辺の記法を用いると
sxj = s+j + s−j = (−1)n1+n2+···+nj−1(c†j + cj)/2の形で書けるので、Hamiltonianは

HIsing = −J
∑
j∈Λ

(
c†jcj+1 + c†j+1cj + c†jc

†
j+1 + cj+1cj

)
− 2h

∑
j∈Λ

(
c†jcj −

1

2

)
の 2次形式になる。
j サイトと j + 1 サイトの演算子が入り混じっているので、周期境界条件のもとで

Fourier変換する。Fock空間への作用を考慮すると、n = n1 + n2 + · · · + nL を全粒子数
として、

σx
Lσ

x
1 = (−1)n1+n2+···+nL−1(c†L + cL)(c†1 + c1) = (−1)n(−c†L + cL)(c†1 + c1)

σx
Lσ

x
L+1 = (−1)n−nL(c†L + cL)(−1)n(c†L+1 + cL+1) = (c†L − cL)(c†L+1 + cL+1)

と書けるので、スピンに周期境界条件 σj = σj+L を課すと、フェルミオンの周期境界条
件は nの偶奇に応じて cL+1 = (−1)n+1cL としなければならない。従って Fourier変換

cj =
1√
L

∑
k

cke
ikj , ck =

1√
L

∑
j

cje
−ikj

により生じる波数 k は、

k =

{
2πm−π

L (n = 0 mod 2)
2πm
L (n = 1 mod 2)

(m = 0, 1, . . . , L− 1)

*1 具体的にはユニタリ⊗
i(σ

x
i + σz

i )/
√
2で Hamiltonianを挟む。
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に値をとる。Hamiltonianの Fourier空間での表現は

HIsing = −J
∑
k

(
(eik + e−ik)c†kck + (eikc†kc

†
−k + e−ikc−kck)

)
− 2h

∑
k

(
c†kck − 1

2

)
= −J

2

∑
k ̸=0,π

[
2 cos k(c†kck + c†−kc−k) + (eikc†kc

†
−k + e−ikc†−kc

†
k)

+(e−ikc−kck + eikckc−k)
]
− h

∑
k ̸=0,π

(
c†kck + c†−kc−k − 1

)
+H0 +Hπ

= −J
∑

k ̸=0,π

[
cos k(c†kck − c−kc

†
−k + 1 + 1) + i sin k(c†kc

†
−k + c−kck)

]
− h

∑
k ̸=0,π

(c†kck − c−kc
†
−k) +H0 +Hπ

= −
∑

k ̸=0,π

[(
c†k c−k

)(J cos k + h iJ sin k
−iJ sin k −J cos k − h

)(
ck
c†−k

)
+ 2 cos k

]
+H0 +Hπ.

第 2行では k の昇順の総和と降順の総和を組み合わせている。ここに、

H0 = −2(J + h)c†0c0 + h, Hπ = 2(J − h)c†πcπ + h

とした。行列部分の固有値は

±ε(k) := ±
√

(J cos k + h)2 + (J sin k)2 = ±
√
J2 + h2 + 2Jh cos k

なので、熱力学極限では |h/J | 6= 1のとき gapped, |h/J | = 1のとき gaplessがわかる。
Bogoliubov変換により適切な新しいフェルミオン演算子 η̃k を導入すると、k 6= 0, π につ
いて

−
∑

k ̸=0,π

[
ε(k)η̃†kη̃k − ε(k)η̃−kη̃

†
−k − J cos k

]
= −

∑
k ̸=0,π

[
ε(k)(η̃†kη̃k + η̃†−kη̃−k) − ε(k) − J cos k

]
である。*2 この形状では粒子の生成によりエネルギーが減少するので、k 6= 0, π モードで
粒子正孔変換 η†k = η̃k を行うと*3

HIsing = −
∑

k ̸=0,π

[
ε(k)(ηkη

†
k + η−kη

†
−k) − ε(k) − J cos k

]
+H0 +Hπ

=
∑

k ̸=0,π

[
ε(k)(η†kηk + η†−kη−k) − ε(k) + J cos k

]
+H0 +Hπ

を得る。
nが偶数のとき基底状態は ηk |0〉 = η−k |0〉 = c0 |0〉 = cπ |0〉 = 0を満たす状態で、エ
ネルギーは∑k(−ε(k) + J cos k)である。nが奇数のとき粒子を最低 1つ生成しなければ
ならず、基底状態は η̃†0 |0〉で、基底エネルギーは

∑
k ̸=0,π(−ε(k) + J cos k) − 2J である。

c†0 = 1/
√
L
∑

j c
†
j は Jordan-Wigner変換前では∑j σ

+
j に比例していたので、新たに得

られた状態は全てのスピンが反転したものと解釈できる。

*2 具体的には、
*3 k = 0, π モードは後述する基底状態の物理的解釈が整合するように粒子正孔変換を行わない。
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k

−ε(k) + J cos k

図 3.1: E1 から生じる総和の範囲
k

−ε(k) + J cos k

図 3.2: E2 から生じる総和の範囲

図 3.3: (3.1.1)の計算で生じる総和が表す面積領域

図 3.4: 横磁場強磁性 Ising模型の基底状態における 2点相関関数

n の偶奇ごとに基底状態が現れるが、熱力学極限でそのエネルギー差を求めてみる。
一見エネルギーギャップ 2J があるように見えるが、総和の k が走る範囲が異なるため
ギャップの有無は非自明である。もしエネルギー差が 0なら、gappedとなる |h/J | 6= 1

でも熱力学極限で基底状態が二重縮退する。

E1−E0 =
∑

k=2πm/L ̸=0,2π

(−ε(k)+J cos k)−2J−
∑

k=(2πm−π)/L

(−ε(k)+J cos k). (3.1.1)

k の範囲に注意すると、総和はそれぞれ Fig. 3.3に示す通りである。よって L→ ∞の極
限で

E1 − E2 =

すなわち |h/J | < 1で基底状態は単一、|h/J | > 1で二重縮退する。境界値 |h/J | = 1で
は先に考察した通りギャップレスになっていた。
以上の結果は Landauパラダイムに基づく相転移の存在を示している。まず |h/J | < 1

で基底状態は |0〉で一意だった。実際、スピン反転の対称性変換 U =
⊗

i σ
x
i を基底状態

に作用させると、
HIsingU |0〉 = UHIsing |0〉 = E0U |0〉

となるため、U |0〉 も基底状態になる。基底状態が一意であることから U(1) 位相の自由
度を除いて U |0〉 = |0〉 が成り立つ。一方で |h/J | > 1 で現れた基底状態は |0〉 と η̃†0 |0〉
の 2つで、後者は前者のスピン反転で表されている。熱力学極限を取る前はエネルギーが
異なっていたことからもわかるとおり、この二つは線形独立で自発的に対称性を破ってい
る。したがってMz 期待値が非零になる基底の貼り方が存在する。
有限サイズ系の基底状態は対称性を破らないことが多いので、磁化を数値計算の指標と

するのは好ましくない。そこで 2点相関関数 〈σz
i σ

z
j

〉の収束を調べると、Fig. 3.4に示す
ように hによる微分が |h/J | = 1で発散することが示唆されている。*4 *5

J を固定して hの値ごとに基底状態を調べると、|h/J | < 1で自発的に対称性が破れる
ことが見て取れる。数値計算は DMRGを用いて行なった。

*4 に DMRGのコードを置いてある。
*5 Jordan-Wigner 変換した後の模型を Majorana 表示して得られる Kitaev の p 波超伝導模型を解析す
れば、相転移の存在を厳密に示すことができる。しかしその結果を物理的に解釈しようとするとトポロジ
カル相転移の議論に立ち入らざるを得ず、本節の大筋から外れるのでここでは扱わない。
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3.2 対称性の自発的破れによる相の分類
物性物理学においては、対象物が取り得る相を全て列挙する相の分類問題が一つの重要
な課題である。
相を列挙する研究には大きく分けて二つの流儀がある。第一に、物質を固定し温度や圧

力といったパラメーターを変化させ平衡状態になったときに該当物質がどの相に属するか
を調べる、物質科学的な興味に基づくもの。どのような温度帯で固体、液体、気体が相転
移するか、超伝導、磁性が発現するかといった問題を調べる。第二に、物質を問わずある
種の対称性を持つ系が取り得る相を全て列挙する、理論的な興味に基づくもの。Landau

により対称性と相転移の関係が整理されて以来、この世に存在する物質が実現し得る相を
網羅することが大きな目標になっている。研究の数で言えば物質の数だけ調査対象がある
前者が圧倒的に多い。が、理論物理学において相の分類問題といったときは通常後者を指
し、本稿でも後者を考察する。
対称性の破れによる相の分類は Landau理論により整理されており、標語的には「相 =

対称性の線形既約表現」と言える。線形既約表現については appendix Dを参照。

3.3 AKLT模型
物理的に理解が容易な SPT相の例として、AKLT模型 [1, 2]を紹介する。1次元格子

Λの各点にスピン 1の Hilbert空間 C3 を配置し、全系の Hilbert空間はテンソル積で与
える。Hamiltonianは

HAKLT =
∑
i∈Λ

(
Si · Si+1 +

1

3
(Si · Si+1)2

)
で与える。この模型の特徴として、

• 周期境界条件のもと、熱力学極限で励起ギャップがある
• 基底状態における期待値 〈Si · Sj〉は |i− j|について指数関数的に減衰する
• 周期境界条件で基底状態は縮退していない
• 開放端条件の基底状態では端にスピン 1/2の自由度が現れ、端ごとに 2重縮退する

がある。周期境界条件は全てのサイトがバルクになるため、上 3つはバルクの性質を表し
ている。バルクの振る舞いだけ見ると AKLT 模型の基底状態は横磁場が強い Ising 模型
の基底状態に似ている。しかし系に境界を作った途端に振る舞いが大きく変わる。開放端
条件で端から分数スピンが現れることは、
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3.3.1 基底状態の具体的構成
AKLT模型では基底状態を具体的に記述できる。各サイトにスピン 1が住んでいるの

で 2サイトの合成スピンが 0, 1, 2のいずれかになることに注意すると、

Si · Si+1 =
1

2

[
(Si + Si+1)2 − S2

i − S2
i+1

]
=

1

2
[2(2 + 1)P2[Si + Si+1] + 1(1 + 1)P1[Si + Si+1] − 1(1 + 1) − 1(1 + 1)]

= 3P2[Si + Si+1] + P1[Si + Si+1] − 2

となる。ここに、PJ [K] は合成スピン K を大きさ J の空間に射影する演算子である
(K2PJ [K] = J(J + 1)PJ [K])。従って Hamiltonianは
HAKLT

=
∑
i∈Λ

[
3P2[Si + Si+1] + P1[Si + Si+1] − 2 +

−3P2[Si + Si+1] − 3P1[Si + Si+1] + 4

3

]
=
∑
i∈Λ

(
2P2[Si + Si+1] − 2

3

)
となる。すなわち隣接サイトの合成スピンが全て 1または 0であれば基底状態になる。
トップダウンではあるが、具体的に基底状態を構成する。

• スピン 1は 2つのスピン 1/2を対称に合成させて作れる
• 4つのスピン 1/2を合成するとき、一つでもシングレット (2つのスピン 1/2の合
成スピン 0状態)があると合成スピンが 1または 0になる

という事実に着目し、以下のような状態を与える。

|AKLT〉 = · · · · · ·

ここに、実線で繋がれた 2つの点はシングレットを表し、円で囲まれた 2つの点は対称に
合成されてスピン 1 を表す。円で囲まれた部分が 1 サイトを構成する。演算子を用いて
明示的に記述するには、まずサイト iのスピン 1を構成する 2つの 1/2スピンを対称化す
る演算子Si を

Si

∣∣∣ψ↑
i,L

〉 ∣∣∣ψ↑
i,R

〉
=
∣∣∣ψ↑

i,L

〉 ∣∣∣ψ↑
i,R

〉
Si

∣∣∣ψ↑
i,L

〉 ∣∣∣ψ↓
i,R

〉
= Si

∣∣∣ψ↓
i,L

〉 ∣∣∣ψ↑
i,R

〉
=

1

2

(∣∣∣ψ↑
i,L

〉 ∣∣∣ψ↓
i,R

〉
+
∣∣∣ψ↓

i,L

〉 ∣∣∣ψ↑
i,R

〉)
Si

∣∣∣ψ↓
i,L

〉 ∣∣∣ψ↓
i,R

〉
=
∣∣∣ψ↓

i,L

〉 ∣∣∣ψ↓
i,R

〉 (3.3.1)

により定義し、これにより

|AKLT〉 =

(⊗
i∈Λ

Si

)⊗
i∈Λ

∣∣∣ψ↓
i,R

〉 ∣∣∣ψ↑
i+1,L

〉
−
∣∣∣ψ↑

i,R

〉 ∣∣∣ψ↓
i+1,L

〉
√

2

と書ける。隣接 2サイトの合成スピンは、シングレット (スピン 0)が 1つ含まれるので 1

または 0になる。よってこの状態は AKLT模型の基底状態になる。
AKLT模型の基底状態はこのほかにないことが証明できる。方針は [26, 37]に従う。
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Lem. 1: AKLT相互作用の基底状態はAKLT状態に限られる

周期境界条件下で S = 1スピン鎖の状態 |ψ〉が P2[Si +Si+1] |ψ〉 = 0を満たすこ
とと、任意の状態 |Ξ〉によって

|ψ〉 = (Si ⊗ Si+1)
[(∣∣∣ψ↓

i,R

〉 ∣∣∣ψ↑
i+1,L

〉
−
∣∣∣ψ↑

i,R

〉 ∣∣∣ψ↓
i+1,L

〉)
⊗ |Ξ〉

]
と書けることは等価。ここにSi は (3.3.1)で定義する。

この補題により全ての隣接サイトで P2[Si + Si+1] |ψ〉 = 0 を満たす AKLT 状態は
AKLT模型の uniqueな基底状態であることが従う。

Proof. 必要性は AKLT状態を構成した直後の議論から従うので十分性を示す。全系サイ
ト数を L とする。2 サイトにおけるスピン 1 の状態が張る Hilbert 空間は、合成スピン
0,1,2 の部分空間それぞれで次元 1, 3, 5 なので、P2[Si + Si+1] |ψ〉 = 0 なる |ψ〉 が張る
Hilbert空間の次元は (1 + 3) × 3L−2 = 4 × 3L−2 である。一方 |Ξ〉の一般的な形は

|Ξ〉 =
∣∣ψσ

i,L

〉 ∣∣∣ψσ′

i+1,R

〉 ⊕
j∈Λ\{i,i+1}

∣∣∣ψΣj

j

〉 (σ, σ′ ∈ {↑, ↓},Σj ∈ {0, 1, 2})

と書けて、これが入る Hilbert空間の次元は 2 × 2 × 3L−2 = 4 × 3L−2 となり、|ψ〉が張
る Hilbert空間の次元と一致するため、上述の形に限られる。

3.3.2 励起ギャップの存在
基底状態と第 1 励起状態の間のエネルギーギャップが熱力学極限をとっても有限にな
ることを示す。方針は [27] による。定数シフトによって最低エネルギーを厳密に 0 とし
た Hamiltonian H がある ε > 0により任意の状態期待値で 〈H2

〉
≥ 〈εH〉とできる場合、

第 1励起状態のエネルギーは ε以上である。逆にギャップレスなら任意の ε > 0に対して
熱力学極限で 〈H2

〉
< 〈εH〉となる状態が存在する。

本節では Pi,i+1 := P2[Si + Si+1] と略記する。定数シフトにより基底エネルギーを 0

にした Hamiltonianを記号の濫用で HAKLT =
∑

i∈Λ Pi,i+1 とする。サイト数 Lが偶数
の周期境界条件を仮定するが、奇数の場合も同様に議論できる。まず P 2

i,j = Pi,j を踏ま
えると

H2
AKLT = HAKLT +

L/2∑
r=1

Cr (3.3.2)

ここに

C1 =

L∑
i=1

(Pi,i+1Pi+1,i+2 + Pi+1,i+2Pi,i+1),

Cr = 2

L∑
i=1

(Pi,i+1Pi+r,i+r+1 (r = 2, 3, · · · , L/2 − 1),

CL/2 =

L/2∑
i=1

Pi,i+1Pi+L/2,i+L/2+1



42 第 3章 対称性に保護されたトポロジカル相

とした。(3.3.2)の右辺第 2項では CL/2 の中の同じ項が 2回ずつ現れることに注意する。
また距離が 2以上離れた射影演算子は可換なので Cr ≥ 0である。

3.3.3 基底状態における秩序変数と string order parameter

基底状態が単一で励起ギャップがあるため、基底状態は模型の対称性を全て保ち、??に
より 2点相関関数は指数関数的に減衰することが保証されている。

3.3.4 端状態
ここまでの議論は全て周期境界条件のもとで行った。周期境界条件における AKLT模

型の特性は、理論的には整理されているが、string order parameterをはじめとして実験
的検証に不向きなものが多い。SPT相を特徴として物理的に最も重要な性質は端状態の
存在だろう。周期境界条件では全てのサイトがバルクになるが、開放端条件を課すと両端
のサイトが境界になり、バルクとは異なる振る舞いを示す。
開放端条件の Hamiltonianは

Hopen
AKLT = −

L−1∑
i=1

(
2P2[Si + Si+1] − 2

3

)
で記述できる。Lem. 1により基底状態は

|AKLT〉OBC
= · · ·

と書ける。両端にはシングレットを組んでいないスピン 1/2 が 1 つずつ残っている。両
端のスピン 1/2は互いに独立に振る舞うので、基底状態は 4重縮退する。スピン 1/2を
合成して組んだ模型でエンタングルメントを切断しているので、端にスピン 1/2の自由度
が現れることは自然に見える。しかし AKLT模型はスピン 1の系に定義されていた。ス
ピン 1の鎖を切断したことで端に「分数スピン」1/2の自由度が現れるのは非自明な現象
だろう。
このように境界条件の取り方によって縮退度が変わることは、自明相や SSB相では発

生しない特筆すべき現象である。またこのような縮退度の変更がシステムサイズに依存せ
ず、格子が埋め込まれている空間の形状 (周期境界条件なら S1, 開放端条件なら線分)の
みに依存する点は特に注目に値する。物理現象が局所的性質だけでなく、系の大域的な位
相的性質に依存することはトポロジカル相を特徴づける重要な要素である。

3.3.5 AKLT状態のMPS表現
AKLT模型はMPSで基底状態を表現できる。

3.4 クラスター模型
AKLT 模型は物理的直感が働きやすい一方、計算を行う上ではやや複雑である。そこ

で SPT相を考察する上で計算が最も簡単であり、以降たびたび応用するクラスター模型
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を導入する。*6
1次元格子 Λの各点にスピン 1/2の Hilbert空間 C2 を配置し、全系の Hilbert空間は
テンソル積で与える。Xi, Zi は i ∈ Λ の上ではそれぞれ Pauli X, Pauli Z として作用
し、その他の格子点には恒等演算子として作用する演算子とする。ZiXj = (−1)δi,jXjZi,

Z2
i = X2

i = 1である。
クラスター模型を

Hcluster := −
∑
i∈Λ

Zi−1XiZi+1

で定義する。クラスター模型の各項は 2乗すると 1となるので、各項の固有値は ±1. ま
た各項は互いに交換する。

[Zi−1XiZi+1, Zj−1XjZj+1] = 0 (∀i, j ∈ Λ).

従って各項の同時固有状態が取れて、基底状態は全ての項の +1固有状態、第 1励起状態
はいずれか 1つの項だけが −1固有値を取る状態である。
特に周期境界条件、すなわち Zi = Zi+L, Xi = Xi+L の同一視のもとでは、全系の

Hilbert空間の次元が 2|Λ| であるのに対し、各項 ±1固有状態が張る空間の次元も 2|Λ| な
ので、全ての固有値を指定して得られるエネルギー基底状態に縮退はない。またエネル
ギーギャップは ∆ = 2となり、系の大きさに依存しない定数である。
開放端条件を課して Λ = {1, 2, . . . , L}とする。Hamiltonianは各項が 3サイトに非自
明に作用するので、

Hopen = −
L−1∑
i=2

Zi−1XiZi+1

と修正される。Hamiltonianの中に項は L− 2個しかないので、全ての項の固有値を指定
しても 22 次元が余分に現れ、基底状態は 4重縮退する。
縮退の起源を探るために、微小磁場を両端のスピンに加えて

Hopen(h) := Hopen − h(Z1 + ZL)

とする。磁場項はHopen 各項と交換するため、やはり同時固有状態が取れる。h > 0の場
合、両端の Z1, ZL 固有値を +1とすることで基底状態になり、ギャップ 2hが開いて縮退
が解ける。
磁場の導入により縮退が解けるこの状況は SSBに似ている。クラスター模型にはスピ
ン反転対称性Xi 7→ Xi, Zi 7→ −Zi がある。さらに、スピン反転対称性は偶数サイトのみ
に作用させるものと奇数サイトのみに作用させるものに分割して

Uodd =
∏

i∈Λ:odd

Xi, Ueven =
∏

i∈Λ:even

Xi

としても良い。*7 スピン反転は Z2 で表せるので、クラスター模型は対称性として Z2×Z2

を有する。開放端条件における両端のスピンの縮退は、この Z2 × Z2 の自発的破れとし
て解釈できる。一方、バルクのスピンの状態は周期境界条件の場合と完全に同じであるた
め、対称性を破ることはない。

*6 クラスター状態については [7, 8]で導入されているらしい。模型としての初出は不明。
*7 奇数サイトの周期境界条件では Uodd = Ueven となり、全スピン反転を分割できない。以下議論を簡単
にするためこの場合は除外する。
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このように、周期境界条件では基底状態が縮退せずギャップが開いていた模型が、開放
端条件では端の自由度が対称性を自発的に破り縮退するという挙動は Ising模型で現れな
かった。しかも以上の議論は系の大きさには依存せず、純粋に形状のみに依存している。
系の挙動が局所的な情報だけでなく格子系全体の形状に依存するため、クラスター模型は
何かしらトポロジカルな性質を有していることが期待される。
クラスター模型が Ising模型と明白に異なることを示すために、秩序変数を考察する。

Oloc
i,j := ZiZj

Ostr
i,j :=

Zi

(∏j−1
k=i+1Xk

)
Zj (i 6= j mod 2)

ZiZi+1

(∏j−1
k=i+1Xk

)
Zj−1Zj (i = j mod 2)

iが十分バルクにあれば、Oloc
i,j の期待値は〈

Oloc
i,j

〉
cluster

=
〈
(Zi−1XiZi+1)Oloc

i,j

〉
cluster

= −
〈
Oloc

i,j (Zi−1XiZi+1)
〉
cluster

を満たすので 0となる。一方で string order parameterの期待値は

〈
Ostr

i,j

〉
cluster

=

〈
j−1∏

k=i+1

Zk−1XkZk+1

〉
cluster

= 1

と、i, j の距離に依存しない。
Ising模型とクラスター模型の離散的な区別は、二つの模型を連続的につなぐことでよ

り明白に理解できる。λ ∈ [0, 1]をパラメーターとして
H(λ) = λHIsing + (1 − λ)Hcluster

を与える。λ = 0 で Ising 模型、λ = 1 でクラスター模型になるため、ある種の摂動に
よって二つの模型が繋がれていると理解される。Oloc

i,j などの離散不変量が λ = 0, 1で異
なるため、途中に離散不変量が不連続に変わる相転移点があることが期待される。実際、
H(λ)のギャップをプロットすると図のようになる。

3.5 SPT相の物理的定義
3.6 SPT相の分類

SPT相はその名の通り物質の相である。
本節の議論は [19]に従う。
はじめに基底状態を与える並進対称なMPSを定義する。上述のように境界条件によっ

て物理が変わることを踏まえ、L サイトの MPS テンソルに加えて境界条件を制御する
virtualなテンソル X を加えて∣∣ψL

A,X

〉
=
∑
ik

Tr
[
XAi1Ai2 · · ·AiL

]
|i1, i2, · · · , iL〉

とする。A =
∑

iA
i ⊗ |i〉 は MPS テンソルで、Ai はボンド次元 D 次元の行列である。

X として任意の D ×D 行列を与えることで、様々な境界条件を表現できる。X = 1D の
ときは周期境界条件に対応する。X を任意にとって得られる集合を

SL
A := {

∣∣ψL
A,X

〉
| X ∈ MatD×D(C)}
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とする。任意の MPS テンソルは連結することで injective になり、また熱力学極限で異
なるMPSは比例するか直交するので、Aとして injectiveなものを考え、異なるMPSは
直交するとしても一般性を失わない (cf. ??)。

MPOも同様に

OL
T,B :=

∑
ik,jk

Tr
[
BT i1,j1T i2,j2 · · ·T iL,jL

]
|i1, i2, · · · , iL〉 〈j1, j2, · · · , jL|

とする。T =
∑

i,j T
i,j ⊗ |i〉 〈j|はMPOテンソル。MPSの場合と同様に T は injective

としてもよい。異なるMPOテンソルをラベル {a, b, . . . }で区別して Ta などと表し、ボ
ンド次元を χa などと表す。MPOについても

AL
T := {OL

T,B | B ∈ Matχ×χ(C), OL
T,B}

とする。

3.6.1 MPOの満たす代数
MPOが対称性を表すように、任意の X,Y ∈ Matχ×χ(C), 任意の Lに対して

OL
T,XO

L
T,Y = OL

T,Z

なる Z が存在することを要請する。図式で書くと

T

T

T

T

· · ·
· · ·

Y

X

=

T T· · ·
Z

と表せる。*8この式は二つのテンソル X,Y を Z に移す線形変換とみなせるので、B(X ⊗
Y ) = Z と書く。図式で表すと

B =

B

のように、内側に X ⊗ Y を入れると Z になる。U 字型の B の右側から生えている
3 本を 1 本に、左側の 3 本を 1 本にまとめて行列とみなせば、ランク分解??により
B =

∑
µW

µ ⊗ V µ と書ける。

B =

B

= W V =
∑
µ

µ µ

µが新たに挿入したボンド変数である。左右の 3脚テンソルをそれぞれフュージョンテン
ソルと呼ぶ。後の議論を簡単にするため、µに対応する新たなボンドだけでなく、フュー

*8 chapter 2では行列を黒丸で表したときはもっぱら対角行列を指していたが、ここではX,Y, T いずれも
対角に限らない一般のテンソルであることに注意。
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ジョンテンソルの全てのボンドで成分を指定する。具体的には、射影演算子 Pa, Pb, Pc を
用いて

W c,µ
ab = PcW

µ(Pa ⊗ Pb) =
a

b
c µ

のように表す。ランク分解は一意ではない。

W c,µ
ab →

∑
µ′

(Y c
ab)

µ′

µ W
c,µ
ab ,

V c,µ
ab →

∑
µ′

(Ŷ c
ab)

µ
µ′V

c,µ
ab

のゲージ変換自由度が残されている。ゲージ Y c
ab は µ のボンドを足とする行列であり、

a, b, cを定めるごとに行列として 1つに定まる。Ŷ c
ab は Y c

ab の逆行列である。上述の図で
表せば

W V =

W V

Y c
ab Ŷ c

ab

b

a
c c

(3.6.1)

に対応する。
a, b, cを指定して µを走らせたとき、全てのW c,µ

ab が線型独立になるとは限らず、いく
つか 0になるものがある。線型独立なW c,µ

ab を与える µの最大値を N c
ab とする。任意の

Z ∈ Matχ×χ(C)に対して Zc = PcZPc とすると、

Zc =
∑
a,b

Nc
ab∑

µ=1

W c,µ
ab (Xa ⊗ Yb)V

c,µ
ab

と書ける。X,Y として任意の行列をとって良いので、X の代わりに Xa = PaXPa を、
Y の代わりに Yb = PbY Pb を入れても良い。このとき、OL

T,Xa
OL

T,Yb
=
∑

cO
L
T,Zc

は

T

T

T

T

· · ·

· · ·

Y

X
a a
b b

=
∑
c

Nc
ab∑

µ=1

µ µc c

Yb

Xa

· · ·

· · ·T

とかけて、これが任意の X,Y で成り立つので、任意の長さのMPOで

b b

a a

b b

a a

· · · =
∑
µ

µ µ
a a

b b

c c· · · (3.6.2)

とできる。特に L = 1では

b b

a a

=
∑
c

Nc
ab∑

µ=1

µ µ
a a

b b

c c
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なので、L = 2の (3.6.2)左辺にこれを用いると

b b

a a

b b

a a

=
∑
c,d

Nc
ab∑

µ,ν=1

µ µ
a

b

c c
ν ν

a

b

d d
a

b

とできる。MPOテンソルが全て injectiveであると仮定しているので、

δc,d

Nc
ab∑

µ,ν=1

µ µ
a a

b b

c cc

=

Nc
ab∑

µ,ν=1

µ µ
a

b

c c
ν ν

a

b

d d
a

b

である。残っている左右のテンソルは線型独立としていたので、

µ νc d

b

a

= c δc,dδµ,ν (3.6.3)

を得る。
3本のボンドについて、上から順に潰すのと下から順に潰すのとで結果が変わらないこ
と (結合律)を要請する。

ν

µµ

ν
=

ν

µ µ

ν
(3.6.4)

(3.6.3)を踏まえるとこれは自明だが、左半分にだけ着目すると、

ν

µe

d
c

b

a

=
∑
f,χ,η

(F d
abc)

eµν
fχη

η

χ
f

d
a

b

c

(3.6.5)

のような変換の自由度が許される。(3.6.10) 右辺の係数は F -シンボルと呼ばれる。
(3.6.4) 両辺の右半分についても同様の係数が現れるが、(3.6.3) を課すことで F -シン
ボルを打ち消すように調整されるので、以降左半分から生じる F -シンボルのみを考える
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ことにする。ボンド 4本の結合の組み換えを考えると、

α

β

γ

a

b

c

d
e

f

g

=
∑
h,λ,µ

(F g
abc)

fαβ
hλµ λ

µ

γ

a

b

c

d
e

g

h

=
∑

h,k,λ,µ,ν,ρ

(F g
abc)

fαβ
hλµ(F e

ahd)gµγkνρ λ

ν

ρ
a

b

c

d

e

k

h

=
∑

h,k,l,λ,µ,ν,ρ,σ,τ

(F g
abc)

fαβ
hλµ(F e

ahd)gµγkνρ(F k
bcd)hλνlστ

σ

τ

ρ
a

b

c

d

e

k

l

α

β

γ

a

b

c

d
e

f

g

=
∑
l,σ,µ

(F e
fcd)gβγlσµ

α

σ

µ

a

b

c

d

e

f

l

=
∑
l,σ,µ

(F e
fcd)gβγlσµ

α

σ

µ

a

b

c

d

e

f

l

=
∑

k,l,σ,µ,ρ,τ

(F e
fcd)gβγhσµ(F e

abl)
fαµ
kτρ

σ

τ

ρ
a

b

c

d

e

k

l

の 2通りの変換がある。互いの最左辺が同一なので最右辺も等価でなければならない。し
たがって F -シンボルは∑

h,λ,µ,ν

(F g
abc)

fαβ
hλµ(F e

ahd)gµγkνρ(F k
bcd)hλνlστ =

∑
µ

(F e
fcd)gβγhσµ(F e

abl)
fαµ
kτρ (3.6.6)

の pentagon identity を満たさなければならない。ゲージ変換 (3.6.1) により F -シンボ
ルも

(F d
abc)

eµν
fχη → (F d

abc)
eµ′ν′

fχ′η′(Y
e
ab)

µ
µ′(Y

d
ec)

ν
ν′(Ŷ

f
bc)

χ′

χ (Ŷ d
af )η

′

η (3.6.7)

と変更を受けるが、これは (3.6.10) のようなボンドの切り替えにより生じるものではな
く、フュージョンテンソル単体の基底の変換に過ぎないため、定義の式で得ようとしてい
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る情報ではない。そこで F -シンボルと言ったときは (3.6.7)によるゲージ変換を同一視し
た同値類を指すことにする。

3.6.2 MPOで対称なMPS

MPSがMPOで対称であるとは、任意の長さ Lに対して AL
T · SL

A = SL
A が成り立つこ

とである。より具体的には、X ∈ MatD×D(C), B ∈ Matχ×χ(C)からMPO AL
T とMPS

SL
A を構成したとき、常に Y ∈ MatD×D(C)が存在して

A

T

A

T

· · ·
· · ·

X

B

=

A A· · ·
Y

が成り立つことをいう。MPS とそのボンドを赤で、MPO とそのボンドを黒で描いて
いる。Sec. 3.6.1 の議論をそのまま繰り返すことで、3 脚のアクションテンソル V y,i

ax :

Cχa ⊗ CDX → CDY と V̂ y,i
ax : CDX → Cχa ⊗ CDY が

a

x

=
∑
i,y

i i
a a

x x

y y

を満たすように構成される。a, x, y を決めるごとに線型独立なアクションテンソルが
My

a,x 個あるとすると、i, j = 1, . . . ,My
a,x を走る。a, x, y を決めるごとにゲージ変換

V y,i
ax →

∑
i′

(Xy
ax)ii′V

y,i′

ax , V̂ y,i
ax →

∑
i′

(X̂y
ax)ii′ V̂

y,i′

ax (3.6.8)

の自由度がある。(3.6.3)と同様にして

i jy z

a

x
= z δi,jδy,z

が成り立つ。結合律により L-シンボル

i

j

a

b

x

y

z
=
∑
c,µ,k

(Ly
abx)z,ijc,kµ

k

µ
a

b

x
y

c

が定義される。独立基底の個数を数えると、∑
z

My
a,zM

z
b,x =

∑
c

N c
abM

y
c,x

が成り立つ。F -シンボルと同様に 4 本のボンドの組み替えを考えることで、pentagon

identity ∑
d,n,η,χ

(Ly
abt)

z,ij
d,nη(Ly

dcx)t,nke,mχ(F e
abc)

d,χη
f,νµ =

∑
l

(Lz
bcx)t,jkf,lµ(Ly

afx)z,ile,mν (3.6.9)
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が要請される。ゲージ変換 (3.6.8)はやはりアクションテンソル単体の基底変換に過ぎな
いため、L-シンボルのゲージ変換

(Ly
abx)z,ijc,kµ →

∑
i′,j′,k′,µ′

(Xy
az)ii′(X

z
bx)jj′(X̂

y
cx)kk′(Ŷ c

ab)
µ
µ′(L

y
abx)z,i

′j′

c,k′µ′

を同一視した同値類を L-シンボルと呼ぶことにする。

例: MPSの重複度My
a,x が 1の場合

SPT相、すなわち基底状態が単一 (My
a,x = 1)の場合を例にとる。injectiveブロック x

が単一であることを念頭に、L-シンボルは

i

i

a

b

x

x

x
=
∑
c,µ

(Lx
abx)x,iic,xµ

i

µ
a

b

x
x

c

で与えられる。すなわち、

i

µ
a

b

x
x

c
= (L̂x

abx)x,iic,xµ

i

i

a

b

x

x

x

を得る。NOT CHECKED YET!!! これにより (3.6.9)は

(F e
abc)

d,νµ
f,χη =

(L̂x
abx)x,iid,xµ(L̂x

dcx)x,iie,xν

(L̂x
bcx)x,iif,xχ(L̂x

afx)x,iie,xη

と簡略化される。NOT CHECKED YET!!! F -シンボルが 1 とゲージ同値になって
おり、自明になっている。すなわち、非自明な MPO による作用で不変にならない
単一相の injective MPS は存在しない。That implies if a Hamiltonian is invariant

under a nontrivial MPO algebra, it cannot host unique gapped ground state without

multiplicity in the form of a MPS. WHAT DOES IT MEAN???

例: MPOの代数が群の場合
MPO の代数のブロックが有限群 G の群元でラベルされている場合を考える。フュー

ジョンテンソルの作用には

h

g

=
g g

h h

gh gh

を要請する。この設定により、対称性が on-site に作用する G のユニタリ表現 Og =

(ug)⊗L (g ∈ G) で与えられる場合の SPT を完全に分類される。ブロックは 1 次元で
フュージョンテンソルは自明である。*9 F -シンボルは

gh

ghk
k

h

g

= ω(g, h, k)
hk

ghk
g

h

k

(3.6.10)

*9 単位元の作用は OeOg = OgOe = Og だが、MPOの表示としては一般に relevantな PBC subspace

への射影である。?? したがって Og は表現 Oe · H⊗L
loc を組む。
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の形で書くことができ、pentagon identity(3.6.6)は

ω(g, h, k)ω(g, hk, l)ω(h, k, l) = ω(gh, k, l)ω(g, h, kl)

である。ゲージ Y gh
g,h =: βg,h によって F -シンボルには

ω(g, h, k) ∼ ω(g, h, k)
βh,kβg,hk
βgh,kβg,h

の同一視が入る。

3.7 Decorated domain wall構成
SPT相を系統的に構成する方法として decorated domain wall construction [11]が知
られている。
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第 4章

多極子対称性下のトポロジカル相

本章では空間位置に依存する対称性のもとでのトポロジカル相分類の最も簡単な例とし
て、1 + 1次元多極子対称性下の SPT相の分類を取り上げる。多極子対称性 (multipole

symmetry) とは通常の電荷だけでなく、双極子や四重極子などの高次多極子を保存する
対称性である。電荷の運動に制限を与えるため、フラクトンを生じる例が多い。本章の内
容は主に [28, 32]に基づく。

4.1 多極子対称性
電磁気学において、静電ポテンシャル φの多重極展開は

φ(x) =
1

4πε

∑
n∈Z≥0

1

xn+1

∫
d3r ρ(r)rnPn(cos θ)

と記述される。ここに εは真空の誘電率、x = |x|と r = |r|はベクトルの大きさ、Pn は
n次の Legendre多項式、θ は xと r の間の角度である。簡単のため、電荷が直線上にの
み存在するとして直線上の静電ポテンシャルに着目すると、n次の多極子として

Qn =

∫
dr ρ(r)rn

を定義することで、Coulombの法則を拡張した

φ(r) =
1

4πε

∑
n∈Z≥0

Qn

rn+1

を得る。
後の議論のため 1次元格子 Λ ⊂ Zに議論を移す。多極子電荷は

Qn =
∑
x∈Λ

ρ(x)xn

で表される。例えば U(1) の n次多極子を保存する対称性 (degree n multipole symme-

try)を有するボゾン系の Hamiltonianは、decorated domain wallの構成法 [11]を用い
て minimalに

Ĥn =
∑
x∈Λ

n∏
y=0

b̂
(−1)y(n

y)
x+y + h.c.
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図 4.1: dipole symmetryを有する 1次元格子ボゾン系の理論 H1 でのダイナミクス。

と書ける。[42] 実際、ボゾン系にて ρ(x) = b̂†xb̂x なので

[Ĥn, Q̂m] =
∑

x,y∈Λ

n∏
z=0

[
b̂
(−1)z(n

z)
y+z , xmb̂†xb̂x

]
+ h.c.

=

となる。n = 1の dipole symmetryでは

Ĥ1 =
∑
x∈Λ

b̂†x−1b̂
2
xb̂

†
x+1 + h.c.

となるが、これにより生成されるダイナミクス eiĤ1t では Fig. 4.1に示すように四重極子
の生成と消失しか生じないことがわかる。特に、粒子が運動するときは必ず複数の粒子が
ペアを組んで逆向きに移動し、孤立粒子の運動が許されない。これはまさしくフラクトン
系に度々現れる現象である。
以下、対称性 Gを有限可換群とする。ボゾン系やスピン系といった模型の具体形に依

存しない議論を行うために、Gの忠実な表現を用いる。有限可換群の基本定理から、Gは
ZN の直積で表せる。ZN の忠実な表現として Hilbert空間を CN とする ZN qudit

X |n〉 = |(n+ 1) mod N〉 , Z |n〉 = ωn |n〉 (n ∈ ZN , ω = e2πi/N )

を取る。以下は簡単のため G = ZN とするが、直積群の場合は quditのフレーバーを増
やせば同じ議論が可能である。
空間 1 次元の格子 Λ ⊂ Z の各点に ZN qudit を配置する。全系の Hilbert 空間は∏
x∈Λ CN である。x ∈ Λ の qudit の演算子は Xx, Zx で表し、ZxXy = ωδx,yXyZx で

ある。
計算の利便性を考慮し、Gから構成される n次の多極子対称性 (multipole symmetry)

を
U (n)
g :=

∏
x∈Λ

Xx(x+1)···(x+n−1)/n!
x

で定義する。第一の注意として、右辺の指数 x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)/n! =
(
x+n−1

n

)は整
数値関数である。また、任意の G作用は U

(n)
g の組み合わせで表せる。これは、一般に n

次までの整数値関数が (x+m−1
m

)
(m = 0, 1, . . . , n)の整数係数の線型結合で一意に展開で

きる (Prop. 19)ことから示される。第三に、U (n)
g は n次の多極子を保存し、n+ 1次の

多極子を生成、消滅させる操作である。実際、n次多極子対称性を有する系のminimalな
Hamiltonianをボゾン系で構成したのと同様に、qudit系でも decorated domain wallを
用いて

Hn =
∑
x∈Λ

n∏
y=0

Z
(−1)y(n

y)
x+y + h.c.

とする。各項は X の固有空間における n + 1 次多極子の生成及び消滅を表している。
m ≤ nにて [Hn, U

(m)
g ] = 0となるが、一般にm > nでは交換しない。実際、
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4.2 MPSを用いた多極子 SPT相の分類
(1+1)次元 SPT相はMPSを用いて分類できる。本節では

4.2.1 多極子 SPT相のMPSのゲージ
有限可換群の基本定理から、G は ZN の直積で表せることを念頭に、以下簡単のため

G = ZN とする。直積因子が複数ある場合も議論は同様である。G の忠実な表現として
Hilbert空間を CN とする ZN スピン系を 1次元格子 Λの各点に配置する。

X |n〉 = |(n+ 1) mod N〉 , Z |n〉 = e2πin/N |n〉

とし、ZX = e2πi/NXZ である。
SPT基底状態としてMPS

|ψ〉 =
∑
{ix}

Tr
[
· · ·Aix−1AixAix+1 · · ·

]
|. . . , ix−1, ix, ix+1, . . .〉

= · · ·
A A A

· · ·

をとり、次数 r の多極子対称性

U (r)
g =

∏
x∈Λ

(gx)x(x+1)···(x+r−1)/r!

と並進対称性を要請する。並進対称性と次数 rの多極子対称性から低次の多極子対称性も
自動的に満たされる:

U (r)
g T (U (r)

g )−1T−1 =
∏
x∈Λ

g
(x+r−1

r )−(x+r−2
r )

x =
∏
x∈Λ

g
(x+r−2

r−1 )
x = U (r−1)

g

帰納的に、次数 0すなわち群作用が位置に依存しない一様な対称性も有する。MPSの基
本定理によって、あるユニタリ X

(0)
g が存在して

A(i)

g ·
=

A(i) X
(0)
gX

(0)†
g

が成り立つ。 ·
=は両辺が U(1)位相因子を除いて等しいことを表し、Aの肩についている

(i)はサイト番号を表す。並進対称性を仮定しているので全ての MPS テンソルを同一に
A(i) = A(0) とできることに注意。r = 1の dipole symmetry U

(1)
g による作用は

· · ·
A(i)

gi

A(i+1)

gi+1

· · ·

= · · · (X
(0)†
g )i A(i) (X

(0)
g )i (X

(0)†
g )i+1 A(i+1) (X

(0)
g )i+1 · · ·

= · · ·
A(i) X

(0)†
g A(i+1) X

(0)†
g

· · ·
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のように、MPSテンソルの間に (X
(0)
g )† が混じる。SPT相では定義から基底状態が縮退

しないので、

X
(0)†
g A(i) = X

(1)†
g A(x) X

(1)
g

(4.2.1)

が成り立つ。転送行列を用いた厳密な証明は appendix F.4を参照。
同様にして帰納的にランク r のゲージが導出される。ランク r − 1 までのゲージ

{X(k)
g | g ∈ G}k=0,1,...,r−1 が存在すると仮定する。r 次多極子対称性の作用により

U (r)
g

∑
Tr[· · ·A · · ·] |· · ·〉 ·

=
∑

Tr

[
L∏

i=1

(X(0)†
g )Br(i)A(X(0)

g )Br(i)

]
|· · ·〉

となるが、係数の Trの中身は Br(i) :=
(
i+r−1

r

)を用いて∏
i

(X(0)†
g )Br(i)A(X(0)

g )Br(i) =
∏
i

(X(0)†
g )−Br(i−1)+Br(i)A

=
∏
i

(X(0)†
g )Br−1(i)A

(4.2.2)

と書ける。*1 最後の等号では Pascalの等式

Br(i+ 1) −Br(i) =

(
i+ r

r

)
−
(
i+ r − 1

r

)
=

(
i+ r

r − 1

)
= Br−1(i+ 1)

を用いた。(4.2.1)を用いて∏
i

(X(0)†
g )Br−1(i)A

·
=
∏
i

(X(1)†
g )Br−1(i)A(X(1)

g )Br−1(i)

となり、(4.2.2)左辺にてゲージのランクを 1つ上げ、多項式 Br(i)の次数を 1つ下げた
形になる。帰納的に∏

i

(X(0)†
g )Br(i)A(X(0)

g )Br(i) ·
=
∏
i

(X(r−1)†
g )B1(i)A

を得る。基底状態が縮退を許さないことから

X
(r−1)†
g A(i) = X

(r)†
g A(x) X

(r)
g

(4.2.3)

によりランク r のゲージが定義できる。転送行列を用いた議論による厳密な証明は
appendix F.4を参照。

4.2.2 開放端条件への作用とゲージ自由度
SPT相はバルクでは自明だが、境界に非自明な自由度を持つ。多極子 SPTでも非自明

な自由度が現れる。

*1 ここではバルクに対する作用を考えているので、境界項は無視している。境界でもこの表式が整合する
ためには対称性の有限可換群 G =

∏
i ZNi

の各直積因子に対して L = 0 mod Ni を満たす必要があ
る。[21] では、周期境界条件の 1 次元系を幾つかの連結成分に分割してパッチごとに対称性を考慮する
bundle symmetryを導入しており、境界項を無視する妥当性を考察している。
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Lを任意にとって具体的に U
(k)
g |ψ〉の係数を計算すると、(

X(0)
g

)−Bk(1)

A(1)
(
X(0)

g

)Bk(1)(
X(0)

g

)−Bk(2)

A(2) · · ·

· · ·A(L−1)
(
X(0)

g

)Bk(L−1)(
X(0)

g

)−Bk(L)

A(L)
(
X(0)

g

)Bk(L)

=
(
X(0)

g

)−Bk−1(1)

A(1)
(
X(0)

g

)−Bk−1(2)

A(2) · · ·

· · ·A(L−1)
(
X(0)

g

)−Bk−1(L)

A(L)
(
X(0)

g

)Bk(L)

·
=
(
X(1)

g

)−Bk−1(1)

A(1)
(
X(1)

g

)Bk−1(1)(
X(1)

g

)−Bk−1(2)

A(2)
(
X(1)

g

)Bk−1(2)

· · ·

· · ·
(
X(1)

g

)−Bk−2(L)

A(L−1)
(
X(1)

g

)Bk−2(L)(
X(1)

g

)−Bk−1(L)

A(L)

×
(
X(1)

g

)Bk−1(L)(
X(0)

g

)Bk(L)

·
= · · ·
·
=
(
X(l)

g

)−Bk−l−1(1)

A(1)
(
X(l)

g

)−Bk−l−1(2)

A(2) · · ·

· · ·A(L−1)
(
X(l)

g

)−Bk−l−1(L)

A(L)
l∏

n=0

(
X(n)

g

)Bk−n(L)

·
=
(
X(k−1)

g

)†
A(1)

(
X(k−1)

g

)†
A(2) · · ·

· · ·
(
X(k−1)

g

)†
A(L−1)

(
X(k−1)

g

)†
A(L)

k−1∏
n=0

(
X(n)

g

)Bk−n(L)

·
=
(
X(k)

g

)†
A(1)A(2) · · ·A(L)

(
k∏

n=0

(
X(n)

g

)Bk−n(L)
)
.

よって対称性 U
(k)
g の全系への作用が端にゲージとして局在する。

4.2.3 可換群多極子 SPT相の分類
本節では簡単のため Gを有限可換群とする。
1 次元 SPT 相の端に現れるゲージは G 射影表現であり、分類は H2(G,U(1)) で与え
られた (射影表現については appendix D.2を参照)。X(k)

g は群元 g ∈ Gとランク k の自
由度があるので、この表示だけから推察すると、素朴には r+ 1種類の独立な G作用があ
る対称性の射影表現、すなわち G×r の射影表現になって、分類は H2(G×(r+1), U(1))に
なると予想される。しかし対称性作用が端にゲージとして現れるので、U の可換性は端の
ゲージの可換性に対応し、分類は制限される。具体的には、

X
(l)†
h X(k)†

g A · · ·A
k∏

m=0

(X(m)
g )Bk−m(L)

l∏
n=0

(X
(n)
h )Bl−n(L)

= X(k)†
g X

(l)†
h A · · ·A

l∏
n=0

(
X

(n)
h

)Bl−n(L) k∏
m=0

(
X(m)

g

)Bk−m(L)

(4.2.4)

を要請する。
Gが有限可換群であることに注意して、

X(k)
g X

(l)
h =: eiθg,h(k,l)X

(l)
h X(k)

g (4.2.5)
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表 4.1: r = 3 のときの θg,h(k, l) の表。赤字で示した部分が独立な成分であり、他は
(4.2.7)と (4.2.8)により決定される。

k\l 0 1 2 3

0 0 0 0 θ(0, 3)

1 0 0 −θ(0, 3) θ(1, 3)

2 0 θ(0, 3) −θ(0, 3) − θ(1, 3) θ(2, 3)

3 −θ(0, 3) 2θ(0, 3) + θ(1, 3) −θ(0, 3) − θ(1, 3) − θ(2, 3) θ(3, 3)

とおく。??でみたように、eiθg,h(k,l) はH2(G×(r+1), U(1))と同型である。よって (4.2.4)

を満たす θ を全て列挙すれば SPT相を分類したことになる。対称性の可換性条件は

exp

[
i

k∑
m=0

l∑
n=0

θg,h(m,n)Bk−m(L)Bl−n(L) − iθg,h(k, l)

]
= 1 (4.2.6)

と整理できる。以下の命題により条件は大幅に簡約される。

Prop. 10

(4.2.6)が任意の L ∈ N及び g, h ∈ Gに対して成り立つことと、

θg,h(m,n) = θg,h(m+ 1, n) + θg,h(m,n+ 1) (for m,n < r) (4.2.7)

θg,h(m,n) = 0 (for m+ n < r) (4.2.8)

が共に成り立つことは同値。

証明は技術的なので appendix F.5に回すが、この命題により任意の g, h ∈ Gに対して
θg,h(k, l)を k, lの表にまとめると、l = r の 1列により表全体が決定される (Tbl. 4.1)。
加えて、(4.2.5)にて再度ゲージを交換することで

eiθg,h(k,l) = e−iθh,g(l,k) (4.2.9)

が成り立つ。

■r = 3の場合の分類 これにより Tbl. 4.1のような表の最右列に残る自由度が計算でき
る。具体的に r = 3の場合を例に取って考察する。

(4.2.8) により任意の g, h で θg,h(0, 0) = θg,h(0, 1) = θg,h(1, 0) = θg,h(0, 2) =

θg,h(1, 1) = θg,h(2, 0) = 0 である。最初に現れる非自明な自由度は θg,h(0, 3) であ
り、これを決定すると (4.2.7)により

θg,h(0, 3) = −θg,h(1, 2) = θg,h(2, 1) = −θg,h(3, 0)

である。さらに (4.2.9)により

θg,h(0, 3) = −θh,g(3, 0)
(4.2.7)

= θh,g(0, 3)

となるので、θg,h(0, 3)は g, hの交換に関して対称となる。
続いての自由度 θg,h(1, 3)を決定すると、(4.2.7)により

θg,h(2, 2) = −θg,h(1, 3) − θg,h(0, 3)
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であり、右辺はすでに決定した自由度 θg,h(0, 3) を除いて θg,h(1, 3) の逆符号になる。同
様に

θg,h(3, 1) = θg,h(1, 3) + 2θg,h(0, 3)

は θg,h(0, 3)を除いて θg,h(1, 3)と等価。(4.2.9)を考慮すると

θg,h(1, 3) = −θh,g(3, 1)
(4.2.7)

= −θh,g(1, 3) − 2θh,g(0, 3)

となり、既出の自由度 θg,h(0, 3)を除いて θg,h(1, 3)は g, hの交換に関して反対称になる。
より厳密に言えば、θg,h(1, 3)の g, hに関する対称性分が

θg,h(1, 3) + θh,g(1, 3) = −2θg,h(0, 3)

となるため、θg,h(0, 3)の自由度で完全に決定される。
θg,h(2, 3)を決定すると、(4.2.7)により θg,h(3, 2)が決定され、(4.2.9)から

θg,h(2, 3) − θh,g(2, 3) = −θg,h(0, 3) − θg,h(1, 3)

となり、すでに決めている自由度を除いて θg,h(2, 3)は g, hの交換に関して対称。
最後に θg,h(3, 3)を決定すると Tbl. 4.1の全ての成分が決定される。(4.2.9)により

θg,h(3, 3) = −θh,g(3, 3)

なので、θg,h(3, 3)は g, hの交換に関して反対称。
以上の議論から、r = 3の multipole SPT相は g, h対称な θg,h(0, 3), θg,h(2, 3)と g, h

反対称な θg,h(1, 3), θg,h(3, 3)の 4種類の独立な自由度で決定される。その一方、??にお
ける議論から

4.2.4 decorated domain wallの構成法による多極子 SPT相の具体例
次数 r の多極子 SPT 相は ZN スピンを用いて具体例を系統的に組むことができる。

Z,X を ZN、Z,X を ZM スピンの一般化 Pauli行列とする。すなわち

ZX = e2πi/NXZ, ZX = e2πi/MXZ.

これらは G = ZN × ZM の忠実な表現を構成する。

degree 2nの多極子 SPT相
degree 2n+ 1の多極子 SPT相
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付録 A

線型代数に関する命題と証明

本文で用いた線型代数に関する命題とその証明をまとめる。明記しない限り有限次元の
複素数体上のベクトル空間を考える。

A.1 行列の分解と幾何学的解釈
m × n 行列 A は、Cn 空間から Cm 空間への線形写像である。線形性から、本質的に

Cn の基底が Cm へどのように移されるかだけで決定される。また行列のランクは Cm に
移された基底の次元、すなわち残存する基底ベクトルの本数である。そこで、

1. 変換で残存する Cm の正規直交基底 r = rankA本を指定する
2. r 本の正規直交基底へ移る Cn の基底を指定する

の 2段階に分解できる。1段階目はm成分を有するベクトル r 本を指定する操作であり、
m × r 行列で表される。2段階目は Cn の基底から r 本を適切に選び、拡大縮小して Cr

部分空間に制限する操作であり、r × n行列で表される。これを踏まえて、以下の命題が
成り立つ。

Prop. 11: 階数分解

任意のm× n行列M は、r = rankM とすると、m× r行列 B, r× n行列 C を
用いてM = BC と分解できる。特に B†B = 1r とできる。a b

a 特に適切なユニタリを間に挟んで C を半正定値行列 (Def. 18)にすることができる。具体的に
は、特異値分解 (Thm. 6) M = UΣV † の結果を用いて B = UV †, C = V ΣV † とすればよ
い。この場合後述する議論から C が基底ベクトルの拡大を含み、B が基底ベクトルの回転のみ
で構成されているので、複素数の極座標表示 z = reiθ になぞらえて極分解とも呼ばれる。

b B の代わりに CC† = 1とすることもできる。

Prf.

M の列ベクトル {a1, . . . ,an}は r 次元の線形部分空間 V に属する。V の正規直
交基底 {b1, . . . , br}をとると、各 aj は

aj =

r∑
k=1

bkckj
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(a) (b) (c)
(d)

図 A.1: 線形変換 A : Cn → Cm の幾何学的解釈。n = m = 3, r = 2の場合を示す。(a)

Cn の単位球 Bn。標準基底が表面に配置されている。(b) V によって Bn が r 次元球 Br

に潰される。(c) Σによって r 次元球が r 次元楕円体に伸縮される。(d) U によって r 次
元楕円体が Cm に埋め込まれる。

と一意に表せる。B を (b1, . . . , br)を列に持つ m × r 行列、C を (ckj)を成分と
する r × n行列とすればM = BC と分解できる。構成から B†B = 1r である。

Sec. 2.1.1 の流れを追うと、M の特異値分解も類似の解釈ができることがわかる。
Sec. 2.1.1 に記法を合わせれば、ユニタリ U, V は階数分解 M̃ = B̃C̃ の結果と r × r ユ
ニタリ行列 D̃ を用いて U = B̃D̃, V = D̃†C̃ と表された。階数分解と同様に解釈すれば、
V は Cn の標準基底を Cr 部分空間の正規直交基底に移す操作、U は Cr 部分空間の正規
直交基底を Cm の正規直交基底に埋め込む操作であり、Σ は基底の長さの拡大、縮小を
表す。
より直感的な解釈として、Cn の単位球 Bn の A による変換を考える (Fig. A.1)。Cn

の標準基底は Bn の表面に配置してあり、A はこの球を Cm の楕円体に変換する。まず
V によって Bn は r 次元球 Br に潰される。ユニタリ性から、r 次元空間では厳密に球体
になることに注意。次に Σによってこの r 次元球は各基底ベクトルの方向に Σの対角成
分の値で伸縮され、r次元楕円体になる。最後にこの r次元楕円体はユニタリ U によって
Cm 空間に埋め込まれる。ここでもユニタリ性から、楕円体の形は変わらない。

A.2 ノルム
本稿で扱う種々のノルムの定義と性質を概観する。

Def. 8: ノルム

ベクトル空間 V 上のノルムとは、写像 ‖ · ‖ : V → Rであって、任意の v, w ∈ V

と α ∈ Cに対し以下を満たすものをいう。

非負性 ‖v‖ ≥ 0かつ ‖v‖ = 0ならば v = 0

斉次性 ‖αv‖ = |α|‖v‖
三角不等式 ‖v + w‖ ≤ ‖v‖ + ‖w‖
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v

(a) ∥v∥1

v

(b) ∥v∥2

v

(c) ∥v∥∞

図 A.2: ノルムの幾何学的解釈

図 A.3: L1 ノルム (赤), L2 ノルム (黒), L∞ ノルム (青)で定義される R2 上の長さ 1の
円周

A.2.1 ベクトルノルム
ベクトル空間のノルムで最もメジャーな定義は Euclidノルムだが、性質に応じて他の
ノルムも用いられる。

Def. 9: Lp ノルム

v ∈ Cn に対し、Lp ノルムを

‖v‖p :=

(
n∑

i=1

|vi|p
)1/p

と定義する。

Lp ノルムは明らかにノルムの公理 (Def. 8)を満たす。特に L2 ノルムが Euclid距離、
L1 ノルムがManhattan距離を与える。L2 ノルムは ‖v‖2 =

√
v†v と表すことができる。

L∞ ノルムは p → ∞の自然な極限として maxi |vi|で定義される。本稿で使うのはこの
3つのみ。Fig. A.2を見てもわかるように、

‖v‖∞ ≤ ‖v‖2 ≤ ‖v‖1 (A.2.1)

が成り立つ。本稿では明示しない限り L2 ノルムを用い、‖v‖ と略記する。L1, L∞ ノル
ムは基底の選び方に依存することに注意。逆に長さ 1のノルムによる球面を考えることも
示唆的である。それぞれのノルムで定義される R2 上半径 1の円周を描画すると Fig. A.3

のようになる。
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内積と双対
Def. 10: 内積

ベクトル空間 V 上の内積とは、写像 (·, ·) : V × V → C であって、任意の
u, v, w ∈ V と α ∈ Cに対し以下を満たすものをいう。

双線形性 (u+ v, w) = (u,w) + (v, w), (u, v + w) = (u, v) + (u,w)

入れ替えが複素共役 (v, u) = (u, v)

正定値性 (v, v) ≥ 0かつ (v, v) = 0ならば v = 0

斉次性 (u, αv) = α(u, v)

内積が定義されたベクトル空間ではノルムを内積により ‖v‖ :=
√

(v, v)と定義できる。
この定義によると、中線定理

‖u− v‖2 + ‖u+ v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2)

が成り立つことが簡単に示せる。逆にノルムを誘導する内積が存在する条件は上述の中線
定理を満たすことであることが [25]にて示されている。

Thm. 10: 中線定理はノルムが内積から誘導されることの必要十分条件

内積 (·, ·)が定義されたベクトル空間 V にて、ノルム ‖ · ‖がこの内積から誘導さ
れたものである必要十分条件は、このノルムが中線定理

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2) (A.2.2)

を満たすことである。また中線定理を満たすノルム ‖ · ‖を誘導する内積は一意に
定まる。

Prf.

まず直ちに

(u+ v, u+ v) + (u− v, u− v) = 2(u, u) + 2(v, v)

を得るので、内積から誘導されるノルムは中線定理を満たす。

(u+ v, u+ v) − (u− v, u− v) = 2(u, v) + 2(v, u) = 2 Re(u, v)

および Re(u, iv) = − Im(u, v) により、内積から誘導されるノルムから再度内積
を構成できることもわかる。あとは (A.2.2) を満たすノルムが内積により誘導さ
れることを示せば良い。
ノルム ‖ · ‖が (A.2.2)を満たすとする。演算 〈·, ·〉 : V × V → Cを新たに

Re 〈u, v〉 :=
1

4
(‖u+v‖2−‖u−v‖2), 〈u, v〉 := Re 〈u, v〉−iRe 〈u, iv〉 (A.2.3)

としたとき、〈·, ·〉が内積の公理 (双線形性、入れ替えが複素共役、正定値性、斉次
性)を満たすことを示せば良い。中線定理の式 (A.2.2)にて u → u ± v1, v → v2
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と置いた式の引き算により
(‖u+ v1 + v2‖2 + ‖u+ v1 − v2‖2) − (‖u− v1 − v2‖2 + ‖u− v1 + v2‖2)

= 2(‖u+ v1‖2 − ‖u− v1‖2)

となるので、

Re 〈u, v1 + v2〉 + Re 〈u, v1 − v2〉 = 2 Re 〈u, v1〉 . (A.2.4)

(A.2.3)にて v = 0を入れるとRe 〈u, 0〉 = 0が得られるので、(A.2.4)にて v1 = v2

とすることで Re 〈u, 2v〉 = 2 Re 〈u, v〉が成り立つ。再度 (A.2.4)は、

Re 〈u, v1 + v2〉 + Re 〈u, v1 − v2〉 = Re 〈u, 2v1〉

となり、v1 → (v1 + v2)/2, v2 → (v1 − v2)/2と置き換えることで

Re 〈u, v1〉 + Re 〈u, v2〉 = Re 〈u, v1 + v2〉

が示される。(A.2.3)から直ちに、第 2引数に関する線形性

〈u, v1〉 + 〈u, v2〉 = 〈u, v1 + v2〉

を得る。
三角不等式により

|‖u± αv‖ − ‖u± βv‖| ≤ ‖(α− β)v‖

であり、β → α の極限を取ることで ‖u ± αv‖ は α に関して連続であることが
わかる。よって (A.2.3)で定義される 〈u, αv〉も αに関して連続。S := {α ∈ C |
〈u, αv〉 = α 〈u, v〉 ∀u, v ∈ V }とすると、まず自明に 1 ∈ S である。〈·, ·〉 の第 1

引数に関する線形性から α, β ∈ S ならば α± β ∈ S なので、Z ⊆ S. β ∈ S なら
ば 〈u, v〉 =

〈
u, β(β−1v)

〉
= β

〈
u, β−1v

〉 なので、両辺 β−1 をかければ β−1 ∈ S

も成り立つ。直ちに Q ⊆ S. 上述の連続性から R ⊆ S. (A.2.3)第 2式から

〈u, iv〉 = Re 〈u, iv〉 − iRe 〈u, iv〉 = i(Re 〈u, v〉 − iRe 〈u, iv〉) = i 〈u, v〉

なので i ∈ S. 以上より C ⊆ S が示され、第 2引数に関する斉次性が成り立つ。
(A.2.3)第 1式により

Re 〈iu, iv〉 = Re 〈u, v〉 = Re 〈v, u〉

なので、この結果を組みあせて

Re 〈u, iv〉 = Re 〈iu, iiv〉 = −Re 〈iu, v〉 = −Re 〈v, iu〉

すなわち (u, v) = (v, u)が成り立つ。
最後に、(A.2.3)で

Re 〈v, v〉 =
1

4
(‖v + v‖2 − ‖v − v‖2) = ‖v‖2

Re 〈v, iv〉 =
1

4
(‖v + iv‖2 − ‖v − iv‖2) = 0

により 〈v, v〉 = ‖v‖2 が成り立つ。以上で 〈·, ·〉が内積の公理を全て満たすことが
示された。
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単位ベクトル (1, 0, 0, . . . ), (0, 1, 0, . . . ) を用いて Lp ノルムによる中線定理を計算す
ると、

0 = ‖(1,−1)‖2p + ‖(1, 1)‖2p − 2(‖(1, 0)‖2p + ‖(0, 1)‖2p) = 22/p + 22/p − 4

なので、Lp ノルムと整合する内積は p = 2のときにのみ存在する。
有限次元ベクトル空間 V の内積 (·, ·) : V × V → Cは V ∼= V ∗ を念頭に V ∗ × V → C

の双対性を表すことができた。双対性に基づいて V ∗ 上のノルムを定義するには、以下の
定義を用いる。

Def. 11: 双対ノルム

ノルムを ‖ · ‖とするベクトル空間 V の双対空間 V ∗ 上のノルム (双対ノルム)を

‖f‖∗ := sup
v∈V ;∥v∥=1

|f(v)|

と定義する。a

a 定義式右辺のノルムは L2 に限らなくても良い。

定義式右辺のノルムを L2 ノルムにとったときこの定義が V ∼= V ∗ のノルムと整合的で
あることは、w ∈ V の双対を fw としたとき

‖fw‖∗ = sup
v∈V

|fw(v)/‖v‖2| = sup
v∈V

|(w, v)/‖v‖2| = |(w,w)|/‖w‖2 = ‖w‖2

からわかる。L2 ノルムの代わりに L∞ ノルムの双対ノルムを計算してみると、

sup
v∈V ;∥v∥∞=1

|fw(v)| = sup
v∈V ;maxi |vi|=1

∣∣∣∣∣∑
i

wivi

∣∣∣∣∣
である。Fig. A.3のように ‖v‖∞ = 1の単位円は超立方体の表面であり、wとの内積を最
大にする v は各成分が wi = sgn(vi)とすれば良い。このとき ‖fw‖∗ =

∑
i |wi| = ‖w‖1

となるので、L∞ ノルムの双対ノルムは L1 ノルムであることがわかる。

A.2.2 行列ノルム
本稿で用いるのは以下の 3つである。

Def. 12: 行列ノルム

m× n行列 Aに対し、誘導ノルムを

‖A‖ := sup
v∈Cn;∥v∥=1

‖Av‖,

Frobeniusノルムを

‖A‖F :=

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2 =
√

Tr(A†A),

トレースノルムを
‖A‖tr := Tr

√
A†A
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誘導ノルム Frobeniusノルム トレースノルム

定義 sup∥v∥=1 ‖Av‖
√
A†A Tr

√
A†A

σ による表現 ‖A‖ = ‖σ‖∞ ‖A‖F = ‖σ‖2 ‖A‖tr = ‖σ‖1
楕円体による解釈 楕円体の最長半径 主軸の二乗平均長 全主軸の合計長

表 A.1: 行列ノルムの比較

と定義する。a

a トレースノルムの三角不等式は非自明だが、(A.2.7) により示せる。それ以外でノルムの公理
Def. 8を満たすことは straightforwardに示せる。

appendix A.1で述べたように、行列は幾何学的解釈が可能で、特に特異値分解はその解
釈を明確にする。行列 Aの特異値分解を A = UΣV †, 特異値の順序を σ1 ≥ σ2 ≥ · · · > 0

としてそれぞれのノルムを比較する。ユニタリ U, V は Cr ⊂ Cn のベクトルの 2ノルム
を変えず、Cn \ Cr のベクトルを潰すので、

‖A‖ = sup
∥v∥=1

‖UΣV †v‖ = sup
∥v∥=1

‖Σv‖ = σ1 = ‖σ‖∞

が成り立つ。Frobeniusノルムは

‖A‖F =
√

Tr(V ΣU†UΣV †) =
√

Tr(Σ2) =

√∑
k

σ2
k = ‖σ‖2

となる。トレースノルムは

‖A‖tr = Tr
√
V ΣU †UΣV †

と計算される。ここに、
√
A は A = BB なる行列 B である。平方根の内部は固有値を

Σ2 の対角成分とするエルミート行列なので (cf. Sec. 2.1.1)、ユニタリ行列W と Σ2 を用
いて V ΣU †UΣV † = WΣ2W † と対角化できて、

‖A‖tr = Tr
√
WΣ2W † = Tr

(
WΣW †) = Tr(Σ) = ‖σ‖1

となる。appendix A.1の楕円体を用いた解釈と照合すると、Tbl. A.1のようにまとめら
れる。(A.2.1)と同様に、

‖A‖tr ≥ ‖A‖F ≥ ‖A‖

が成り立つ。ベクトルノルムと異なり上記のノルムはいずれも基底の取り方に依存しない
が、行列のノルムは Frobeniusノルムをとることが比較的多い。またm行 1列の行列す
なわち列ベクトルでは、3つのノルムは全て L2 ノルムに一致する。

内積と双対
Thm. 10を踏まえ上記 3つの行列ノルムの中線定理を調べると、∣∣∣∣(1 0

0 0

)
+

(
0 0
0 1

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣(1 0
0 0

)
−
(

0 0
0 1

)∣∣∣∣2 − 2

(∣∣∣∣(1 0
0 0

)∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣(0 0
0 1

)∣∣∣∣2
)

= 1 + 1 − 2(1 + 1) 6= 0
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‖A+B‖2F + ‖A−B‖2F − 2(‖A‖2F + ‖B‖2F )

= Tr
[
(A† +B†)(A+B)

]
+ Tr

[
(A† −B†)(A−B)

]
− 2 Tr

(
A†A

)
+ 2 Tr

(
B†B

)
= 0∣∣∣∣(1 0

0 0

)
+

(
0 0
0 1

)∣∣∣∣2
tr

+

∣∣∣∣(1 0
0 0

)
−
(

0 0
0 1

)∣∣∣∣2
tr

− 2

(∣∣∣∣(1 0
0 0

)∣∣∣∣2
tr

+

∣∣∣∣(0 0
0 1

)∣∣∣∣2
tr

)
= (1 + 1)2 + (1 + 1)2 − 2(12 + 12) 6= 0

なので、Frobeniusノルムのみが内積から誘導されるノルムである。Thm. 10の証明の構
成法に従い、

Re(A,B) :=
1

4
(‖A+B‖2F − ‖A−B‖2F ) =

1

2
Tr
(
A†B +B†A

)
(A,B) := Re(A,B) − iRe(A, iB) = Tr

(
A†B

)
が内積となる。

Def. 13: Hilbert-Schmidt内積

m× n行列 A,B に対し、Hilbert-Schmidt内積を

〈A,B〉HS := Tr
(
A†B

)
と定義する。

ベクトルの余弦定理同様、

‖A−B‖2F = ‖A‖2F + ‖B‖2F − 2 Re 〈A,B〉HS

なので、特に Aと B のノルムを固定すると Re 〈A,B〉HS は Aと B の間の “角度の小さ
さ”に相当する。
この後、ベクトルの内積から双対ノルムを定義したように、行列の内積から双対ノルムを

定義したい。双対ノルムの定義式では内積の上限を求めるので、一般に Hilbert-Schmidt

内積の上限を評価する不等式が欲しい。A = UAΣAV
†
A, B = UBΣBV

†
B と特異値分解し

たとき、
〈A,B〉HS = Tr

[
ΣAU

†
AUBΣBV

†
BVA

]
なので、A = ΣA, B = U †

AUBΣBV
†
BVA = UΣBV

† としても一般性を失わない。これまで
と同様、特異値は降順に ΣA = diag(σ1(A), σ2(A), . . . ), ΣB = diag(σ1(B), σ2(B), . . . )

とする。
| 〈A,B〉HS | =

∣∣∣∣∣∑
i

σi(A)Bii

∣∣∣∣∣ (A.2.5)

であり、この値を最大にするには大きい σ1(A)に大きい B の成分を対応させるのが良い。
はじめに最大の σ1(A)に対応する B11 を最大に取る。

|B11| = | 〈e1, Be1〉 | ≤ ‖e1‖‖Be1‖ ≤ ‖B‖ = σ1(B)

であり、等号成立は e1 が σ1(B) に対応する特異ベクトルに平行なときである。続く
σ2(A)に対応する B22 も同様に

|B22| = | 〈e2, Be2〉 | ≤ ‖e2‖‖Be2‖
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を通して最大化できるが、e2 ∈ Span{e1}⊥ であることに注意すると、e2 が σ2(B)に対応
する特異ベクトルに平行なときに最大値を達成する。この議論を続けることで、(A.2.5)は

| 〈A,B〉HS | ≤
∑
i

|σi(A)Bii| ≤
∑
i

σi(A)σi(B)

と評価される。等号成立は

1. σi(A)Bii の符号が全て同じ
2. ei が σi(B)に対応する特異ベクトルに平行

を共に満たす場合である。2番目の条件は U, V が標準基底を不変にするユニタリ行列す
なわち単位行列であることを意味し、U†

AUB = V †
BVA = I である。ここまでの議論は以

下のようにまとめられる。

Thm. 11: von Neumannのトレース不等式 [39]

m×n行列 A,B の特異値をそれぞれ降順に σ(A) = (σ1(A), σ2(A), . . . ), σ(B) =

(σ1(B), σ2(B), . . . )とする。このとき

|Tr
(
A†B

)
| ≤

∑
i

σi(A)σi(B)

が成り立つ。等号成立条件は Aと B が同じ特異ベクトル (A = UΣV † における
U, V の列ベクトル)を持つとき [30, 10]。

この不等式を念頭に、各ノルムの双対ノルムを計算する。Frobeniusノルムの双対ノル
ムは

‖A‖F∗ := sup
B;∥B∥F=1

|Tr
(
B†A

)
| =

1

‖A‖F
sup

Ã;∥Ã∥F=1

|Tr
(
Ã†A

)
|

であり、右辺の最大値は Ã = Aのときに

|Tr
(
A†A

)
| =

∑
i

σi(A)2 = ‖A‖2F

で達成される。よって Frobenius ノルムの双対ノルムは Frobenius ノルム。誘導ノルム
の双対ノルムは Thm. 11により

‖A‖∗ := sup
B;∥B∥=1

|Tr
(
B†A

)
| ≤ sup

B;∥B∥=1

∑
i

σi(B)σi(A)

と評価される。B は最大特異値を 1として Aと特異ベクトルを共有する行列を取れば良
いので、A = UΣV † に対して右辺を最大にするには B = UV † とすれば上限かつ等号成
立。このとき右辺は ‖A‖tr に一致するので、誘導ノルムの双対ノルムはトレースノルムで
あることがわかる。

A.2.3 演算子ノルム
最後に演算子ノルムを定義する。本稿で用いるのは以下のもののみである。
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Def. 14: 演算子ノルム

線形変換 T : Matm(C) → Matn(C)に対し、演算子ノルムを

‖T‖ := sup
A∈Matm(C);∥A∥=1

‖T (A)‖

と定義する。

A.2.4 ノルムに関する公式
ノルムの計算にあたって有用な公式を導出する。まずはじめに、誘導ノルム・演算子ノ

ルムに関する以下の性質を示す。

Cor. 5: 誘導ノルム・演算子ノルム中の積

適切なサイズの行列 A,B, ベクトル v に対し、以下が成り立つ。

‖Av‖ ≤ ‖A‖‖v‖

‖T (A)‖ ≤ ‖T‖‖A‖

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖

‖T1T2‖ ≤ ‖T1‖‖T2‖

第 1式は左辺が線形変換したあとのベクトルのノルム、右辺は Aによる拡大の最大値
を v のノルムにかけたものである。第 2式も同じ解釈が可能。第 3式右辺は Aによるベ
クトルの拡大の最大値と B によるベクトルの拡大の最大値をかけたものであり、AB に
よる拡大の最大値を下回らない。この解釈に従えば、第 1式ではベクトル v が Aの主軸
に沿うとき、第 2式では B の主軸が Aの主軸に沿うときに等号が成り立つことがわかる。

Prf.

第 1式は

‖Av‖ = ‖A(v/‖v‖)‖‖v‖ ≤ sup
∥v′∥=1

‖Av′‖‖v‖ = ‖A‖‖v‖

から得られる。第 2式も同様。またこれを用いて、

‖AB‖ = sup
∥v∥=1

‖ABv‖ ≤ sup
∥v∥=1

‖A‖‖Bv‖ ≤ sup
∥v∥=1

‖A‖‖B‖‖v‖

から第 3式を得る。第 4式も同様に示される。

以下の不等式評価は頻繁に登場するが、von Neumannのトレース不等式??を用いると
直ちに導ける。
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Prop. 12: 行列積トレースの上限

適切なサイズの (一般に非正方な)行列 A,B に対し、

|TrAB| ≤ ‖A‖tr‖B‖. (A.2.6)

等号成立は A = U
√
A†Aを極分解として B = U † の時。

Prf.

Thm. 11より

|TrAB| ≤
∑
i

σi(A)σi(B) ≤
∑
i

σi(A)σ1(B) = ‖A‖tr‖B‖.

等号成立は A,B の特異ベクトルが一致し、かつ B の全ての固有値が最大固有
値に等しいときに成り立つ。すなわち A = UΣV † に対して B = Uσ1(B)V † =

‖B‖UV † のとき。

トレースノルムが誘導ノルムの双対ノルムであること (cf. appendix A.2.2) と合わせ
ると、トレースノルムの三角不等式が得られる。

‖A+B‖tr = sup
∥C∥=1

|Tr(A+B)C|

≤ sup
∥C∥=1

|TrAC| + sup
∥C∥=1

|TrBC| = ‖A‖tr + ‖B‖tr
(A.2.7)

A.3 C∗-代数
ここまでの議論は線形空間の有限次元性を仮定していたが、熱力学極限や連続体極限を
数学で厳密に扱おうとすると無限次元線形空間を考える必要がある。無限次元線形空間で
は有限次元で自明だった数々の性質が一般に成り立たなくなるため、注意深い議論が必要
になる。無限次元系の量子力学を扱うにあたって、スピン系を中心に広く用いられるツー
ルに C∗-代数がある。本節は主に [5, 41] を参考にした。数学の文献では本稿における †
を ∗で表記することが多いが、本稿では量子力学の慣習に従い、また双対写像と区別する
ために †を用いる。

A.3.1 定義
Def. 15: 代数, ∗-代数, Banach代数, C∗-代数

体 C上のベクトル空間 Aが

代数: ∀A,B,C ∈ A, ∀α, β ∈ Cについて
結合律 A(BC) = (AB)C

分配律 A(B + C) = AB +AC, (A+B)C = AC +BC

斉次律 α(AB) = (αA)B = A(αB)

を満たす。
∗-代数: 代数 Aに演算 † : A → Aであって、∀A,B ∈ A, α, β ∈ Cに対し
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• (A†)† = A

• (AB)† = B†A†

• (αA+ βB)† = ᾱA† + β̄B†

を満たすもの (対合: involution)が存在する。
ノルム付き代数: 代数 Aに演算 ‖ · ‖ : A → Rであって、∀A,B ∈ A, ∀α ∈ Cに

対し
非負 ‖A‖ ≥ 0

0なら零元 ‖A‖ = 0 ⇐⇒ A = 0

斉次性 ‖αA‖ = |α|‖A‖
三角不等式 ‖A+B‖ ≤ ‖A‖ + ‖B‖
積不等式 ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖
を満たすもの (ノルム)が存在する。

Banach代数: ノルム付き代数 Aがノルムに関して完備。
Banach ∗-代数: Banach代数 Aが ∀A ∈ Aに対し ‖A†‖ = ‖A‖ を満たす。
C∗-代数: Banach ∗-代数 Aが ∀A ∈ Aに対し ‖A†A‖ = ‖A‖2 を満たす。

乗法の単位元の存在を要請しない場合もあるが、本稿では単位元 ∃I ∈ A s.t. AI =

IA = Aの存在を仮定する。*1
C∗-代数の元について、有限次元行列と類似の特徴づけを行うことが多い。

Def. 16

C∗-代数 Aの元 A ∈ Aが

正規: A†A = AA†.

自己共役: A† = A.

ユニタリ: A†A = AA† = I.

isometry: A†A = I.

A.3.2 スペクトル
有限次元線型空間で基底に依存しない量を取り出すために行列の固有値を考えたことに

対応して、以下を定義する。

Def. 17: スペクトル

A ∈ Aのスペクトルを
Spec(A) := {λ ∈ C | A− λI is not invertible.}

と定義する。またスペクトル半径を
ρ(A) := sup

λ∈Spec(A)

|λ|

*1 I の代わりに 1と表記することもある。また単位元の複素数倍 λI を単に λと表記することもある。



A.3 C∗-代数 73

と定義する。

まず |λ| > ‖A‖のときは (λ−A)−1 を具体的に構成できる。

λ−1
∑
n≥0

(
A

λ

)n

(A.3.1)

がコーシー列を成し、完備性からこの元も Banach代数の元である。具体的に計算すれば
(λI −A)の逆元であることがわかる。これを踏まえ、以下の定理を示す。

Prop. 13: スペクトル半径はノルムで上から抑えられる

Banach代数 Aの A ∈ Aに対し、そのスペクトル半径は

ρ(A) = lim
n→∞

‖An‖1/n = inf
n∈N

‖An‖1/n ≤ ‖A‖

を満たす。a またこのような極限は常に存在して、Spec(A)は空でないコンパクト
集合。

a k, n ∈ Nにて ∥Akn∥1/kn ≤ (∥An∥k)1/kn = ∥An∥1/n なので、右辺の n → ∞極限は上か
らの評価になっている。ただし ∥An∥1/n は単調減少とは限らない。例えば Hilbert空間 l2(N)
上のM > 1 > m > 0による重みつきシフト作用素

(Tx)k = wkxk+1, wk =

{
M (k is odd)

m (k is even)

では、演算子ノルムが ∥Tn∥ = supj
∏n−1

k=0 wj+k となるので

∥T 2n∥ = (Mm)n, ∥T 2n+1∥ = M(Mm)n.

よって ∥T 2n∥1/2n =
√
Mm <

√
Mm(M/m)1/(2n+1) = ∥T 2n+1∥1/(2n+1) となり、偶奇

で振動しながら n → ∞極限へ漸近する。

Prf. Prop. 13

ある n > 0 により |λ|n > ‖An‖ となるとする。任意の整数は m = pn + q

(0 ≤ q < n)と表せるので、
λ−1

∑
m≥0

(
A

λ

)m

はコーシー列を成し、Banach 代数の完備性から収束する。さらにこの無限和は
(λI − A)−1 である。すなわち |λ| > ‖An‖1/n ならば λ /∈ Spec(A)なので、任意
の n > 0について

ρ(A) ≤ inf
n∈N

‖An‖1/n ≤ lim inf
n→∞

‖An‖1/n.

あとは ρ(A) ≥ rA := lim supn→∞ ‖An‖1/n を示せばよい。
A が可逆であるとき、1 = ‖AnA−n‖ ≤ ‖An‖‖A−n‖ なので 1 ≤ rArA−1 が成
り立ち、rA > 0. よって rA = 0 ならば A は可逆であり、ρ(A) ≥ rA が成り
立つ。そのため rA > 0 を仮定して良い。SA := {λ ∈ C | |λ| ≥ rA} とする。
SA ∩ Spec(A) = ∅と仮定して矛盾を導く背理法を用いる。ω := e2πi/n とすると、
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背理法の仮定により

Rn(A;λ) :=
1

n

n−1∑
k=0

(
I − ωkA

λ

)−1

は well-definedである。

Rn(A;λ)

(
I − An

λn

)
=

1

n

n−1∑
k=0

(
I − ωkA

λ

)−1 n−1∏
j=0

(
I − ωjA

λ

)

=
1

n

n−1∑
k=0

∏
j ̸=k

(
I − ωjA

λ

) (A.3.2)

であり、右辺は恒等的に I に等しい。a ゆえに Rn(A;λ) = (I − An/λn)−1 であ
る。ここで一般に可逆な X,Y ∈ Aに対し、

(I −X)−1 − (I − Y )−1 = (I −X)−1[(I − Y ) − (I −X)](I − Y )−1

= (I −X)−1(X − Y )(I − Y )−1

が成り立つ (レゾルベント方程式)ので、∥∥∥∥∥
(
I − ωkA

rA

)−1

−
(
I − ωkA

λ

)−1
∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥
(
I − ωkA

rA

)−1

ωkA

(
1

λ
− 1

rA

)(
I − ωkA

λ

)−1
∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥rA(rAω−kI −A
)−1

A

(
1

λ
− 1

rA

)
λ
(
λω−kI −A

)−1
∥∥∥∥

≤ |rA − λ|
∥∥∥(rAω−kI −A

)−1
∥∥∥ ‖A‖ ∥∥∥(λω−kI −A

)−1
∥∥∥

である。右辺にて |rAω−k| = rA, |λω−k| ≥ rA なので、これはさらに∥∥∥∥∥
(
I − ωkA

rA

)−1

−
(
I − ωkA

λ

)−1
∥∥∥∥∥

≤ |rA − λ|‖A‖ sup
γ∈SA

∥∥∥(γI −A)
−1
∥∥∥2

と評価できるが、|λ| > ‖A‖なら (A.3.1)の議論から

‖(λI −A)−1‖ ≤ |λ|−1
∑
n≥0

ˆ‖A‖n|λ|n =
1

|λ| − ‖A‖

が成り立つこと、および λ 7→ ‖(λI − A)−1‖は連続であることから、上述不等式
左辺の上限は有限。この議論と Rn(λ;A)の定義を用いると、∥∥∥∥∥

(
I − An

rnA

)−1

−
(
I − An

λn

)−1
∥∥∥∥∥ = ‖Rn(A; rA) −Rn(A;λ)‖ < ε (A.3.3)

が任意の nに関して成り立つ |λ| > rA が存在する。

I −
(
I − An

λn

)−1

= −A
n

λn

(
I − An

λn

)−1
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を踏まえると、

0 = lim
n→∞

An

λn
= lim

n→∞
−

(
I −

(
I − An

λn

)−1
)(

I − An

λn

)
となるので Rn(A;λ) → I と収束するので (A.3.3) 左辺第 1 項は I に収束する。
よって同様の議論により ‖An‖/rnA → 0だが、これは rA の定義に矛盾する。した
がって SA ∩ Spec(A) 6= ∅であり、ρ(A) ≥ rA が成り立つ。
最後に、‖An+1‖ ≤ ‖An‖‖A‖ から rA ≤ ‖A‖ が成り立って全ての主張が示さ
れた。

a zn − 1 =
∏n−1

j=0 (z − ωj)の両辺を微分して z = 1で評価すると、

n =

n−1∑
k=0

∏
j ̸=k

(1− ωj) =

n−1∏
j=1

(1− ωj)

が成り立つ。f(z) = 1/n ·
∑

k=0

∏
j ̸=k(1 − ωjz) とおくとこれは n − 1 次の多項式だが、

z = ωm (m = 0, 1, . . . , n− 1)の n点にて

f(ωm) =
1

n

n−1∑
k=0

∏
j ̸=k

(1− ωj+m) =
1

n

n−1∏
j=1

(1− ωj) = 1

なので、f(z) は恒等的に 1 に等しい。(A.3.2) 右辺に現れる因数は全て互いに可換なので、同
じく恒等的に I に等しい。

Banach 代数ではスペクトル半径とノルムが不等号でしか結ばれないことに注意。
Def. 12 で定義した 3 つの行列ノルムはいずれも最大特異値以上の値を取っていたので、
その点では合致している。

Prop. 14

Aを ∗-代数とする。任意の A ∈ Aと λ ∈ Cに対し、

Spec(λI −A) = λ− Spec(A),

Spec(A†) = Spec(A).

さらに Aが可逆なら

Spec(A−1) = {λ−1 | λ ∈ Spec(A)}.

また任意の A,B ∈ Aに対し、

Spec(AB) ∪ {0} = Spec(BA) ∪ {0}.

Prf.
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Thm. 12: [5] Thm. 2.2.5

C∗-代数 Aの A ∈ Aに対し、以下が成り立つ。

1. Aが正規または自己共役であるとき、ρ(A) = ‖A‖.

2. Aが isometricなとき、ρ(A) = 1.

3. Aがユニタリなとき、Spec(A) ⊆ {λ ∈ C | |λ| = 1}.

4. Aが自己共役であるとき、Spec(A) ⊆ [−‖A‖, ‖A‖], Spec(A2) ⊆ [0, ‖A‖2].

5. 多項式 P に対して Spec(P (A)) = P (Spec(A)).

Prf.

■item 1 Aの正規性から

‖A2n‖2 = ‖(A2n)†A2n‖ = ‖(A†A)2
n

‖ = ‖(A†A)2
n−1

‖2

= · · ·

= ‖(A†A)‖2
n

= ‖A‖2
n+1

より、Prop. 13と合わせて

ρ(A) = lim
n→∞

‖A2n‖2
−n

= ‖A‖.

■item 2
‖An‖2 = ‖(A†)nAn‖ = ‖I‖ = 1

と Prop. 13から。

■item 3 任意のユニタリは isometricなので、item 2より ρ(A) = 1.

A.4 正写像
Def. 18: 半正定値・正定値行列

行列 A ∈ Matn×n(C)は

半正定値: (v,Av) ≥ 0 ∀v ∈ Cn

正定値: (v,Av) > 0 ∀v ∈ Cn \ {0}

定義から直ちに半正定値行列は全ての固有値が非負のエルミート行列であることがわ
かる。

Def. 19: 正写像

線形変換 T : Matm×m(C) → Matn×n(C)が半正定値性を保存する、すなわち

A ≥ 0 =⇒ T (A) ≥ 0

ならば、T は正写像であるという。
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Def. 20: 双対写像

ベクトル空間 V,W 間の写像 T : V → W をとる。V,W それぞれの双対空間を
V ∗,W ∗ としたとき、

T ∗ : W ∗ → V ∗

∈ ∈

f 7→ f ◦ T

を T の双対写像という。

本章ではベクトル空間を有限次元としているので、T : Matm(C) → Matn(C) であれ
ば、T ∗ : Matn(C) → Matm(C)となる。また X ∈ Matm(C), Y ∈ Matn(C)に対して

Tr[XT (Y )] = Tr[T ∗(X)Y ]

が直ちに成り立つ。*2

Cor. 6: 正写像の双対も正写像

T : Matm(C) → Matn(C) が正写像であれば、その双対写像 T ∗ : Matn(C) →
Matm(C)も正写像である。

Prf.

X ≥ 0とする。任意の v ∈ Cm に対して、

〈v|T ∗(X)|v〉 = Tr[T ∗(X) |v〉〈v|] = Tr[XT (|v〉〈v|)]

である。右辺 |v〉〈v| は射影なので半正定値、X も半正定値なので、右辺は常に
非負。

Thm. 13: Russo-Dyeの定理

正写像 T に対して ‖T‖ = ‖T (I)‖.

Prf.

■T (I) = I =⇒ ‖T‖ = 1

*2 一般に T ∗(Y †) = T ∗(Y )† は保証されないため、T ∗ は Hilbert-Schmidt 内積に関する T 随伴作用素
とは限らないことに注意。例えば T : Mat2(C) → Mat2(C)を

T (X) = AX, A =

(
1 1
0 1

)
と定めると、

Tr[T ∗(X)Y ] = Tr[XT (Y )] = Tr[XAY ]

より双対写像は T ∗(X) = XAで定まる。一方 Hilbert-Schmidt随伴は

Tr
[
(T †(X))†Y

]
HS

=
⟨
T †(X), Y

⟩
HS

def
= ⟨X,T (Y )⟩HS = Tr

[
X†AY

]
= Tr

[
(A†X)†Y

]
より T †(X) = A†X となるので、T ∗ ̸= T †.
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図 A.4: 半正定値行列 Aによる R2 の変換。

■T (I) > 0 の場合 T ′(A) := T (I)−1/2T (A)T (I)−1/2 と定めると T ′(I) = I.

従って

‖T (A)‖ = ‖T (I)1/2T ′(A)T (I)1/2‖

≤ ‖T (I)‖1/2‖T ′(A)‖‖T (I)‖1/2

= ‖T (I)‖‖T ′(A)‖ ≤ ‖T (I)‖‖T ′‖‖A‖ = ‖T (I)‖‖A‖

よって ‖T‖ = supA ̸=0 ‖T (A)‖/‖A‖ ≤ ‖T (I)‖. 上限を導く際 A = I とすれば等
号が成り立つので、‖T‖ = ‖T (I)‖.

A.5 線形変換のスペクトル
線形変換の定義域と値域が一致している場合、固有方程式を通じてスペクトルの概念を

導入できる。
本稿にて正写像はMPSを用いた転送行列の表示に用いられる。特に 2点相関関数の漸

近的振る舞いを議論する際、正写像を無限回作用させる極限を考える。古典 Ising模型の
厳密解では転送行列を無限回作用させる極限を取ることで最大固有値の寄与のみが残っ
た。MPSから構成される転送行列でも同様の振る舞いが期待される。
行列同様、正写像についても固有方程式を考察することで、線型空間の基底に依存し

ない性質を抽出できると期待される。固有方程式は T (X) = λX の形で与えられるため、
λ− T が可逆でないことを “固有値”λの定義とできる。

Def. 21: スペクトル集合・スペクトル半径

線形変換 T : Matm×m(C) → Matn×n(C)に対して、

スペクトル集合: Sp(T ) := {λ ∈ C | λ− T is not invertible}
スペクトル半径: ρT := supλ∈Sp(T ) |λ|

と定義する。

特に T が正写像であれば半正定値行列を半正定値行列に変換するので、“固有ベクト
ル”に半正定値行列 X があればスペクトル λは非負実数になる: もしスペクトル λが負
または虚数であれば、任意のベクトル v に対して (v, T (X)v) = λ(v,Xv) /∈ R≥0 となっ
て正値性に矛盾する。
続く議論のため、半正定値行列 Aの固有値問題で直感を醸成する。Schmidtの直交化

法により変換前の正規直交固有基底 {|vi〉} を選び、固有値の大きい順に (固有値 λi が
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · となるように)並べる。Aによる変換で図のように各基底ベクトルが伸縮
され、空間全体も変形される。この変換を繰り返すと、最大固有値に対応する固有ベクト
ルの方向が支配的になる。極端には、limn→∞An/‖An‖は最大固有値に対応する固有ベ
クトルが張る部分空間への射影になる。途中の変換を観察すると、固有ベクトル以外のベ
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クトルは最大固有値に対応する v1 方向へ傾く。すなわち、原点を頂点として v1 方向に伸
びる凸円錐が、Aによる変換で鋭くなっていく。
同様の議論を正写像 T についても適用する。ベクトル空間における円錐のアナロジー
から、行列空間における凸円錐 Kは

• X ∈ K, α ≥ 0ならば αX ∈ K
• X,Y ∈ Kならば X + Y ∈ K
• X ∈ Kかつ −X ∈ Kならば X = 0

を満たす集合として定義できる。半正定値行列全体の集合 Kpsd は凸円錐を成しており、
T (Kpsd) ⊆ Kpsd すなわち円錐の角度は広がらない。
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付録 B

C∗-代数に基づくMPSの構成

本章は [18]に基づいている。
本章では一般に無限体積の 1次元量子スピン系を扱う。単一スピンの測定可能状態は単

位元 1A を持つ C∗-代数 A であり、A は有限次元とすることがほとんどである。Zを格
子系として、その部分集合 Λ ⊂ Zの代数を AΛ :=

⊗
x∈Λ A と定める。*1Λ′ ⊂ Λ′′ の埋め

込みに対して AΛ′ ↪→ AΛ′′ の埋め込みが A 7→ A⊗
⊗

x∈Λ′′\Λ′ 1A で与えられる。
AZ には Zによる作用として並進変換 αr が定義される: αr |AΛ

: AΛ → AΛ+r. この作
用にて不変な状態の集合を T で表す。

B.1 有限相関長状態

*1 構成には無限系特有の注意点があるが、本稿では議論しない。
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Prop. 15: 有限相関長状態の定義

A を単位元を有する C∗-代数、ω を AZ 上の並進不変状態とする。このとき以下
は等価。

1. {Φ : AN → C | Φ(A1 ⊗ · · · ⊗ An) = ω(X ⊗ A1 ⊗ · · · ⊗ An), X ∈ AZ\N}
は A ∗

N の有限次元線形部分空間。
2. 有限次元線形空間B, 線型写像 E : A ∈ A 7→ EA ∈ L(B,B), e ∈ B, 線
型汎関数 ρ ∈ B∗ が存在して、

• ρ ◦E1A = ρ

• E1A (e) = e

• n ∈ Z, m ∈ N, Ai ∈ A{i} ∼= A に対し、

ω(An ⊗ · · · ⊗ An+m) = ρ(e)−1ρ ◦EAn
◦ · · · ◦EAn+m

(e)

item 2のB として

Span{EA1 ◦ · · · ◦EAn(e) | n ∈ N, A1, . . . , An ∈ A } = B

Span{ρ ◦EA1
◦ · · · ◦EAn

(e) | n ∈ N, A1, . . . , An ∈ A } = B∗

ととるならばB,E, eは ω から線形同型を除いて一意に定まる。このような ω を
有限相関長状態 (finitely correlated state)という。

図式的には

ρ ◦EAn
◦ · · · ◦EAn+m

(e) =

eE

A•

E

A•

E

A•

E

A•

ρ · · ·

と表せる。太線で表したB の次元が有限になる。

Prf.

■item 1 =⇒ item 2 A♯ := AN, A♭ := AZ\N とする。A♯ に同値関係
X ∼ Y ⇐⇒ ∀X♭ ∈ A♭, ω(X♭ ⊗ (X − Y )) = 0

を定め、商空間B♯ := A♯/ ∼を考える。B♭ も同様に定義する。非退化な双線形
形式 η : B♭ ×B♯ → Cを η([X♭]♭, [X♯]♯) := ω(X♭ ⊗X♯)で定めると well-defined.

X♭ ∼ X ′
♭ ならば二つは ω を通して A♯ → C を与える同一な線型汎函数なので、

item 1より dim B♭ <∞. η が非退化なのでB♯ = B∗
♭ である。

B = B♯, e = [1A♯
]♯ ∈ B, ρ = [1A♭

]♭ ∈ B♭ = B∗ と定める。EA([X♯]♯) =

[A⊗X♯]♯ とする。[X♯]♯ = 0 ∈ B♯ のとき、任意の X♭ ∈ A♭ に対し
ω((X♭ ⊗A) ⊗X♯) = η([X♭ ⊗A]♭, 0) = 0

であり、並進不変性から ω(X♭ ⊗ (A⊗X♯)) = 0となるため [A⊗X♯]♯ = 0. よっ
て EA は well-defined. このとき

ρ ◦E1A ([X♯]♯) = ρ([1A ⊗X♯]♯) = η([1A♭
]♭, [1A ⊗X♯]♯)

= ω(1A♭
⊗ (1A ⊗X♯)) = ω(1A♭

⊗X♯) = ρ([X♯])
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より ρ ◦E1A = ρ. 任意の X♭ ∈ A♭ に対し

η([X♭],E1A (e)) = ω(X♭ ⊗ (1A ⊗ 1A♯
)) = ω(X♭ ⊗ 1A♯

) = η([X♭], e)

なので E1A (e) = e. 任意の n ∈ Z,m ∈ N, Ai ∈ A{i} に対し

ρ(e)−1ρ ◦EAn
◦ · · · ◦EAn+m

(e)

= η([1A♭
]♭, [1A♯

]♯)
−1η([1A♭

]♭, [An ⊗ · · · ⊗ An+m ⊗ 1A♯
]♯)

= ω(1A♭
⊗ 1A♯

)−1ω(1A♭
⊗ (An ⊗ · · · ⊗ An+m ⊗ 1A♯

))

= ω(An ⊗ · · · ⊗ An+m)

となるので、item 2が全て成り立つ。

■item 2 =⇒ item 1 item 2 を満たす (B,E, e, ρ) から、写像 T♯ : A♯ → B,

T♭ : A♭ → B∗ を

T♯(A1 ⊗ · · · ⊗ An) = EA1 ◦ · · · ◦EAn(e)

T♭(A−n ⊗ · · · ⊗ A0) = ρ(e)−1ρ ◦EA−n ◦ · · · ◦EA0

で定義する。X♭ ∈ A♭, X♯ ∈ A♯ に対し ω(X♭ ⊗X♯) = T♭(X♭)(T♯(X♯))となる。
T♭ ∈ B∗ は有限次元ベクトル空間の元なので、item 1が成り立つ。主張の意味で
minimal に B∗ を取れば T♭ は全射なので T♯(X♯) = 0 と ∀X♭, ω(X♭ ⊗X♯) = 0

は同値。すなわち X♯ ∼ 0である。T♯ も全射なので [X♯]♯ 7→ T♯(X♯)はB♯ → B

の線形同型である。
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付録 C

対称性と表現論

本章では対称性の記述において重要な役割を占める群及びある種の圏とその表現論を数
学的側面から扱う。本稿では離散対称性を主に扱っているため、ここでも離散対称性を念
頭に記述する。群の表現論については主に

C.1 群
対称性を素朴に記述すると群が現れる。
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付録 D

群の表現

量子力学は線形代数によって記述される。対称性を量子力学に組み込むには、必然的に
その構造を線形代数に持ち込まなければならない。群の表現は、群の構造を線形空間や射
影空間に持ち込むための枠組みである。量子力学において対称性を真正面から議論するに
は群の表現論を避けて通れない。本節では、はじめに appendix D.1で群を線型空間で表
現する線形表現を定義し、さらに表現の最も良い簡約である既約表現を導入する。加えて
Landau paradigmに基づく相の分類との関係を議論する。続いて appendix D.2で、
本節は主に [44] を参考にした。本節では群の有限次元表現のみを扱う。また群は特に
有限群を念頭に置く。

D.1 線形表現
D.1.1 線形表現の定義

Def. 22: 線形表現

群 G に対し、準同型写像 D : G → GL(d) を G の d 次元線形表現 (linear

representation)または単に表現という。

直ちに
D(1G) = idd, D(g−1) = D(g)−1

を得る。

Def. 23: 表現の基底 (basis)

線型空間 X に対し群 G が線型写像として左作用するものとする。このとき一次
独立な d個のベクトル {ψµ ∈ X}µ=1,··· ,d と Gの d次元表現 D : G → GL(d;X)

との間に

(gψ)µ =

d∑
ν=1

D(g)µνψν (∀g ∈ G)

が成り立つとき、{ψν}ν=1,...,d を表現 D の基底という。

量子力学では、表現 D(g) が対称性演算子、基底 ψµ が状態ベクトルを表す。上の定
義は、対称性操作 g ∈ G に対応する対称性演算子 D(g) の作用によって状態 ψµ が状態
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(gψ)µ に変換されることを示している。量子力学で対称性が群の表現として現れるといっ
たとき、上の描像で終始している。物理現象は観測するまで基底の選び方に依存しないと
いう信念のもと、群の表現もしばしば基底の変換で同一視する。有限群 Gの二つの d次
元線形表現 D1, D2 が

∃T ∈ GL(d), ∀g ∈ G, D1(g) = TD2(g)T−1

を満たすとき、二つの表現 D1, D2 は同値であると言って D1 ∼ D2 で表す。また D1 か
ら D2 を導く操作を同値変換という。多くの場面で等価な表現を同一視するため、等価な
表現に共通する量が欲しい。線形代数の知識から行列式や対角和がこれに該当することが
わかる。群の表現論、特に物質の相分類に関わる表現論では対角和が特に有用で、指標
(character)と呼ばれる。
量子系において、確率の保存を満たすように線形表現もユニタリであることが望まし

い。表現 D の値域が U(d)のとき D をユニタリ表現 (unitary representation)という。

Thm. 14: 表現のユニタリ化

有限群の任意の線形表現は同値変換でユニタリ表現にできる。
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Prf.

群 Gの任意の d次元線形表現 D : G→ GL(d)に対し、

H :=
∑
g∈G

D(g)†D(g)

とすると、これは明らかにエルミート行列である。また D(g)に対して逆
元D(g)−1 が取れることから detD(g) 6= 0 (∀g ∈ G)であり、H は正定値
である。従ってユニタリ行列 U ∈ U(d)により

H = UΛU†, Λ = diag(λ1, . . . , λd)

と対角化できて、固有値 λi は全て正。
そこで D と等価な表現 D′ を

D′(g) := V −1D(g)V, V := UΛ−1/2

により与えると、

D′(g)†D′(g) = V †D(g)†(V −1)†V −1D(g)V

= Λ−1/2U †D(g)†UΛ1/2Λ1/2U†D(g)UΛ−1/2

= Λ−1/2U †D(g)HD(g)UΛ−1/2

ここで

D(g)†HD(g) =
∑
g′

D(g)†D(g′)†D(g′)D(g) =
∑

g′′(=g′g)∈G

D(g′g)†D(g′g) = H

なので、
D′(g)†D′(g) = Λ−1/2U†HUΛ−1/2 = 1.

となり、D′ はユニタリ表現である。

この定理を踏まえ、以下では線形表現をユニタリ表現として扱う。

D.1.2 種々の表現の構成
量子力学の複合粒子系はテンソル積で記述される。Hilbert 空間 V1, V2 がそれぞれ

d1, d2 次元の線形空間であるとき、複合系 V1 ⊗ V2 は d1d2 次元である。これを反映して、
V1 に作用する d1 次元線形表現 D(1) と V2 に作用する d2 次元線形表現 D(2) から複合系
V1 ⊗ V2 に作用する d1d2 次元線形表現を構成する。
まずは二つの系が完全に独立しており、それぞれが有する対称性 G,H すら別々で
あっても良い場合を考える。群 G,H の表現 D(G) : G → V1, D(H) : H → V2 をとる。
V1 ⊠ V2 := V1 ⊗ V2 は通常の線型空間のテンソル積として、

D(G) ⊠D(H) : G×H → V1 ⊠ V2

∈ ∈

(g, h) 7→ D(G)(g) ⊗D(H)(h)
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(a) (D(1) ⊠D(2))(1, 1)
(b) (D(1) ⊠
D(2))(1,−1)

(c) (D(1) ⊠
D(2))(−1, 1)

(d) (D(1) ⊠
D(2))(−1,−1)

(e) (D(1) ⊗D(2))(1) (f) (D(1) ⊗D(2))(−1)

図 D.1: 2粒子 Z2 スピン系における外部テンソル積表現 (a-d)とテンソル積表現 (e-f)そ
れぞれで表せる対称性操作

で定義される D(G) ⊠D(H) を D(G) と D(H) の外部テンソル積またはボックステンソル
積 (box tensor product)と呼ぶ。ここに、D(G)(g) ⊗D(H)(h)は

V1 ⊗ V2 7→ (D(G)(g)V1) ⊗ (D(H)(h)V2)

と作用し、行列形式で書くと

D
(G)
11 (g)D

(H)
11 (h) · · · D

(G)
11 (g)D

(H)
1d2

(h) D
(G)
1d1

(g)D
(H)
11 (h) · · · D

(G)
1d1

(g)D
(H)
1d2

(h)
...

... · · ·
...

...

D
(G)
11 (g)D

(H)
d21

(h) · · · D
(G)
11 (g)D

(H)
d2d2

(h) D
(G)
1d1

(g)D
(H)
d21

(h) · · · D
(G)
1d1

(g)D
(H)
d2d2

(h)
...

. . .
...

D
(G)
d11

(g)D
(H)
11 (h) · · · D

(G)
d11

(g)D
(H)
1d2

(h) D
(G)
d1d1

(g)D
(H)
11 (h) · · · D

(G)
d1d1

(g)D
(H)
1d2

(h)
...

... · · ·
...

...

D
(G)
d11

(g)D
(H)
d21

(h) · · · D
(G)
d11

(g)D
(H)
d2d2

(h) D
(G)
d1d1

(g)D
(H)
d21

(h) · · · D
(G)
d1d1

(g)D
(H)
d2d2

(h)





ψ
(1)
1 ψ

(2)
1

...

ψ
(1)
1 ψ

(2)
d2

...

ψ
(1)
d1
ψ
(2)
1

...

ψ
(1)
d1
ψ
(2)
d2


となる。すなわち D(G) の添え字で d1 × d1 個のブロックから一つが指定され、D(H) の
添え字でブロック内 d2 × d2 個の成分から一つが指定される。外部テンソル積は主に 2つ
の系の stackingと呼ばれる操作で用いられる。
上で見たような外部テンソル積による複合系は複合系を独立な系の複合としか見ておら

ず、マクロな対称性の記述に適さない。我々が興味を持っているのは、個々の系が同じ対
称性を有しており (G = H)、マクロな対称性操作を施す場合である。そこで、

D(1) ⊗D(2) : G→ GL(d1d2); g 7→ D(1)(g) ⊗D(2)(g)

をテンソル積表現 (tensor product representation) または直積表現と呼ぶ。例えば 2 ス
ピン系における外部テンソル積表現とテンソル積表現は Fig. D.1 のような違いがある。
量子多体系で通常考察する大域的対称性は後者である。
スピン 1/2粒子の 2体系では、合計スピンとして S = 0の状態と S = 1の状態がある。

このときスピン角運動量を保存するユニタリ変換で両者の間を繋ぐことはできない。これ
は、基底の適切な変換によって表現行列が以下のようにブロック対角化され、二つのセク
ターを混ぜる非対角項が存在しなくなることを意味する。

D(1) ⊕D(2)(g) =

(
D(1)(g) 0

0 D(2)(g)

)
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このような表現を直和表現 (direct sum representation) と呼ぶ。対称性演算子 D(1) ⊕
D(2)(g)と交換する演算子もまた d1 × d1 と d2 × d2 のブロック対角行列で表される。ホ
ンマか??? 異なるブロックは互いに完全に独立しているため、直和表現の解析は個別のセ
クターに注目すれば良い。線形表現がある小さな表現の直和表現 (と同値な表現)である
とき、基底を適切に選ぶことでさらに直和分解し、別々のセクターとすると解析が容易に
なる。このように、さらに小さな表現の直和表現に分解できる表現を可約表現 (reducible

representation)、それ以上小さな表現に直和分解できない表現を既約表現 (irreducible

representation) と呼ぶ。任意の表現は既約表現から構成できるので、表現論の、すなわ
ち量子力学における対称性の解析は既約表現の解析に帰着する。

D.1.3 Landau paradigmにおける相の分類と既約表現の分類
以下、詳細に立ち入る前に物理的背景を確認する。
Landau paradigm は対称性の自発的破れの有無と物質の相を対応させる指導原理で
ある。熱力学極限の基底状態では、基底状態の対称性が自発的に破れ、理論すなわち
Hamiltonianの対称性の部分群に落ちる場合がある。

Hamiltonianの対称性を群Gとする。群元 g ∈ Gは Hilbert空間のユニタリ演算子 Ûg

に対応する。対称性操作の結合性 Ûg1Ûg2 = Ûg1g2 を要請すると、Û は G のユニタリ線
形表現となる。Hamiltonianが Gで対称であるとは、任意の g ∈ Gに対し Hamiltonian

が同じ次元のユニタリ表現 Ûg と可換であることである。このとき Hamiltonian と
{Ûg}g∈G は同時対角化可能なので、エネルギー固有状態をこれらの同時固有状態に取
れる。
一方で基底状態の対称性を群 H ≤ Gとする。Û の H における表現は

Û
(H)
h :=

{
Ûh (h ∈ H)

0 (h /∈ H)

で定義されるので、基底状態の対称性は

Ûh |ψ〉 = |ψ〉

とする。*1

D.1.4 Schurの補題と帰結
既約表現において以下の補題が有用である。

Lem. 2: Schurの補題 I

D(1), D(2) が群 Gの既約表現で、次元がそれぞれm,nのとき、

∀g ∈ G,D(1)(g)M = MD(2)(g)

なるm× n行列M は

1. M = 0

*1 基底への作用で生じうる位相因子の議論は appendix D.2にて後述。
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2. M は正方行列で detM 6= 0かつ D(1) ∼ D(2)

のいずれか。

Lem. 3: Schurの補題 II

群 Gの有限次元既約表現 D に対して、

D(g)M = MD(g) (∀g ∈ G)

を満たす行列M は単位行列の定数倍に限る。

Proof of Lem. 2. 表現D(1) の作用する線型空間を V1、D(2) の作用する線型空間を V2 と
すると、M は V2 から V1 への線形変換と捉えられる。kerM = {x ∈ V2|Mx = 0}の任
意の元はMD(2)x = D(1)Mx = 0を満たすので、D(2)x ∈ kerM すなわち D2 kerM =

kerM。D(2) が正則かつ既約なので kerM = V2 または kerM = 0に限られる。
kerM = V2 のときM = 0。
kerM = 0のとき、M 6= 0は単射を成す。∀x ∈ V2, D1(g)Mx = MD2(g)xすなわち

D(1)MV2 = MV2。D(1) が既約なのでMV2 = V1 に限られ、M : V2 → V1 は全射。ゆえ
に detM 6= 0であり、直ちに D(2)(g) = M−1D(1)(g)M を得る。

Proof of Lem. 3. 仮定により ∀λ ∈ Cにて
D(g)(M − λ1) = (M − λ1)D(g)

が成り立つ。D が既約表現なので Schurの補題 Iにより

1. M − λ1 = 0

2. det(M − λ1) 6= 0

のいずれか。λをM の固有値とすれば det(M − λ1) = 0なのでM は単位行列の定数倍
に限られる。

この補題から直ちに得られる帰結として、本稿で用いている命題に以下がある。

Cor. 7: 有限Abel群の既約表現は 1次元表現

Abel群の既約表現は 1次元表現。

Proof. Abel群の表現行列は
D(g)D(g′) = D(g′)D(g)

を満たすので、Lem. 3によりD(g)は単位行列の定数倍。特に既約表現ならD(g)は 1次
元になる。

Def. 24: 正則表現 (regular representation)

群 Gから Gへの左作用

ρ : G→ AutG; g 7→ (g′ 7→ gg′)
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によって与えられる線形表現を正則表現という。

のちに Landau paradigmに基づく相分類を議論するため、部分群の表現も定義しなけ
ればならない。群の表現を部分群へ自然に落とし込むことは容易い。少しテクニカルだ
が、逆に部分群の表現をそれを含む群へ自然に拡張することもできる。

Def. 25: 表現の制限・誘導表現

群 Gの表現 D の H ≤ Gへの制限を、

D ↓ H := {D(h)|h ∈ H}

で定義する。また Gが有限群であって、左剰余類で

G = g1H ⊗ · · · ⊗ gkH (g1 = 1G, k = |G/H|)

と分解できるとき、H の表現 ∆による Gの誘導表現 ∆ ↑ Gを

[(∆ ↑ G)(g)]iµ,jν := δij(g)[∆(g−1
i ggj)]µν

with δij(g) =

{
1 (g−1

i ggj ∈ H)

0 (g−1
i ggj /∈ H)

,

(
µ, ν ∈ {1, . . . , dim ∆}
i, j ∈ {1, . . . , k = |G/H|}

)
(D.1.1)

と定義する。

Prf. (D.1.1)が表現であること

g, g′ ∈ G を与える。g−1
i gg′gj ∈ H のとき、g′gj ∈ gmH, ggm ∈ gnH と

すると、
giH 3 gg′gj = ggm(g−1

m g′gj) ∈ gnH

なので n = i. 従って

∃!m ∈ {1, . . . , |G/H|} s.t. δij(gg
′) = δim(g)δmj(g

′).

これにより

[(∆ ↑ G)(gg′)]iµ,jν = δij(gg
′)∆(g−1

i gg′gj)µν

=

|G/H|∑
m=1

δim(g)δmj(g
′)[∆(g−1

i ggm)∆(g−1
m ggj)]µν .

Cor. 8: 誘導表現の指標

部分群 H ≤ Gによって G = g1H ⊕ · · · ⊕ g|G/H|H と剰余類分解できるとする。
H の表現 ∆H の指標 χH に対して ∆H ↑ Gの指標は

tr(∆H ↑ G)(g) =
∑
iµ

∑
jν

δijδµν(∆H ↑ G)(g)iµ,jν =

|G/H|∑
j=1

δjj(g)χH(g−1
j ggj).
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D.2 射影表現
appendix D.1 では対称性演算子をユニタリ線形表現として扱い、Landau パラダイム

が再現されることを確認した。しかし量子状態は常に U(1)位相の同一視を受ける。線形
表現は U(1)位相自由度を許さないので、量子力学の対称性を記述するには不十分である。
対称性演算子を量子状態に作用させることで、一般に位相因子が生じ得る。この位相因

子は、状態の位相自由度と捉えるよりも、演算子に U(1)位相自由度があるした方が都合
が良い。実際、スピン 1/2粒子の π 回転を 2回連続すると

exp[iπσ̂z/2] exp[iπσ̂z/2] |ψ〉 = exp[iπσ̂z] |ψ〉 = − |ψ〉

となるが、この位相 −1は両辺の |ψ〉を U(1)変換しても取り除くことができない。この
現象に対する一つの解釈として、スピン演算子は Lie 代数 so(3) ∼= su(2) で生成される
Lie群 SU(2) ( 6=SO(3))の表現、すなわち回転群 SO(3)の普遍被覆 SU(2)の表現とみな
す方法があるが、

• 物理的操作と表現される群が一致しない
• 普遍被覆が有名でない群では記述が煩雑になる

といった説明上の問題が生じる。本稿ではより見通しの良い解決策として、表現に U(1)

位相自由度を許す射影表現を導入する。

Def. 26: 射影表現 (projective representation)

群 Gと線型空間 V において、D : G→ GL(V )と ω : G×G→ U(1)が

D(g)D(g′) = ω(g, g′)D(gg′) (∀g, g′ ∈ G)

(D(g1)D(g2))D(g3) = D(g1)(D(g2)D(g3)) (D.2.1)

を満たすとき、D は ω を乗数系 (multiplier)とする射影表現という。

Cor. 9: コサイクル条件

離散群 G に対して ω : G × G → U(1) が G のある射影表現の乗数系であるこ
とと、

ω(g1, g2)ω(g1g2, g3) = ω(g2, g3)ω(g1, g2g3) (∀g1, g2, g3 ∈ G) (D.2.2)

を満たすことは同値。

Proof. (D.2.1)は

(D(g1)D(g2))D(g3) = ω(g1, g2)D(g1g2)D(g3) = ω(g1, g2)ω(g1g2, g3)D(g1g2g3)

D(g1)(D(g2)D(g3)) = D(g1)ω(g2, g3)D(g2g3) = ω(g2, g3)ω(g1, g2g3)D(g1g2g3)

が等しいことを意味する。よって ω が乗数系なら (D.2.2)が成り立つ。
逆に (D.2.2)が成り立つとする。
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今我々は演算子に U(1)位相自由度を与えているので、D(g) ∼ Dθ(g) := eiθ(g)D(g)の
同一視を受ける。この変換合わせて乗数系 ω も同一視を与えるべきである。U(1)変換に
よって

ω(g1, g2) = D(g1)D(g2)D−1(g1g2) 7→ eiθ(g1)eiθ(g2)

eiθ(g1g2)
D(g1)D(g2)D−1(g1g2)

となるので、真に意味を持つ ω は eiθ(g1)eiθ(g2)/eiθ(g1g2) の形で表せる自由度を 1と同一
視したものになる。すなわち、異なる乗数系 ω1, ω2 の間に

ω2(g1, g2) = ω1(g1, g2)eiθ(g1)eiθ(g2)/eiθ(g1g2)

なる θ : G→ R× が存在するとき、ω1 ∼ ω2 とする。
appendix D.1にて、同一視を考慮に入れて線形表現を分類したように、射影表現の乗
数系も同一視を入れて分類する。この問題は、ある群 Gを与えたとき、Gの射影表現の
乗数系に上の同値関係で同一視を入れたとき、あり得るものをすべて列挙することを意味
する。

D.2.1 射影表現の分類

D.2.2 有限可換群の射影表現の分類に関する既知の結果
Gが有限可換群であれば、射影表現の乗数系を簡単に分類できることが知られている。

Def. 27: bicharacter

群 Gに対して、β : G×G→ U(1)が

β(g1g2, h) = β(g1, h)β(g2, h), β(g, h1h2) = β(g, h1)β(g, h2)

を任意の g, g1, g2, h, h1, h2 ∈ G満たすとき、β を Gの bicharacterという。特に
β(g, h) = β(h, g)のとき β を symmetric bicharacter, β(g, h) = [β(h, g)]−1 のと
き anti-symmetric bicharacterという。

Lem. 4: 有限可換群の射影表現の乗数系は anti-symmetric bicharacter

有限可換群 Gの射影表現の乗数系を ω とする。このとき、

alt(ω)(g1, g2) :=
ω(g1, g2)

ω(g2, g1)
(D.2.3)

で定義される alt(ω)は anti-symmetric bicharacterである。
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Prf.

Cocycle条件 (D.2.2)および Gが可換であることから、

alt(ω)(g1g2, h) =
ω(g1g2, h)

ω(h, g1g2)
=
ω(g1, g2h)ω(g2, h)/ω(g1, g2)

ω(h, g1)ω(hg1, g2)/ω(g1, g2)

=
ω(g1, hg2)ω(g2, h)

ω(h, g1)ω(g1h, g2)

=
ω(g1h, g2)ω(g1, h)/ω(h, g2) · ω(g2, h)

ω(h, g1)ω(g1h, g2)

= alt(ω)(g1, h) alt(ω)(g2, h)

となり、alt(ω)は第 1変数について群準同型。同様に第 2変数についても準同型。
また定義より

alt(ω)(h, g) =
ω(h, g)

ω(g, h)
= (alt(ω)(g, h))

−1
.

[36]に以下の命題が示されている。

Prop. 16: 有限可換群射影表現の分類は群の反可換な bicharacterの分類と等価

Gを有限可換群として、

X2(G) := {bicharacters G×G→ U(1)}

X2
s (G) := {symmetric bicharacters G×G→ U(1)}

X2
a(G) := {anti-symmetric bicharacters G×G→ U(1)}

とする。(D.2.3)により定義される altは同型

X2(G)/X2
s (G) ∼= H2(G,U(1)) ∼= X2

a(G)

を誘導する。

Prf.

Lem. 4より ξ ∈ Z2(G,U(1)) なら alt(ξ) ∈ X2
a(G). また ξ ∈ B2(G,U(1)) なら

ϕ ∈ C1(G,U(1))が存在して ξ(g1, g2) = ϕ(g1)ϕ(g2)/ϕ(g1g2)と書けるので

alt(ξ)(g1, g2) =
ϕ(g1)ϕ(g2)/ϕ(g1g2)

ϕ(g2)ϕ(g1)/ϕ(g2g1)
= 1.

よって alt は H2(G,U(1)) から X2
a(G) への写像を誘導する。逆に ξ ∈

Z2(G,U(1)) が alt(ξ) = 1 を満たすならば、G の ξ による中心拡大は可換群
になる。
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付録 E

量子情報理論

本章では、本文で使った量子情報理論の知識を記載する。本章は主に [31] を参考に
した。

E.1 純粋状態・混合状態
Hilbert空間Hの量子状態に対する以下の操作はHの中で閉じない。

• 部分系の取り出し
• 古典的確率混合

純粋状態の部分トレースは一般に混合状態である。
逆に、混合状態をより広い Hilbert空間における純粋状態の部分トレースとして表すこ
とができる。この操作を純粋化 (purification)という。物理的に扱いたいのは一般に混合
状態だが、数学的に扱いやすいのは純粋状態であるため、混合状態を一度純粋化して議論を
進め、最後に部分トレースを取るという手法がよく用いられる。状態を ρ =

∑n
i=1 pi |i〉 〈i|

とスペクトル分解できるとき、参照系として新たに正規直交基底 {|i〉R}ni=1 を導入して

|ψ〉 :=
∑
i

√
pi |i〉A |i〉R

と定義すると、

TrR(|ψ〉 〈ψ|) =
∑
ij

√
pipj |i〉 〈j|TrR(|i〉R 〈j|R) =

∑
i

pi |i〉 〈i| = ρ

が成り立つ。当然 |i〉R の選び方は一意ではなく、任意の n次元の正規直交基底を選んで
良い。すなわち |i〉R にはユニタリ変換 |i〉R → |i〉R′ =

∑
j Uij |j〉R の自由度が許される。

一方でこの変換により

|ρ′〉 =
∑
ij

√
pi |i〉A ⊗ Uij |j〉R =

∑
ij

√
pi(U

T )ji |i〉A ⊗ |j〉R (E.1.1)

としてユニタリを物理系に押し付けることができる。この操作はユニタリの自由度によっ
て物理が変更することを意味しない。実際、

TrR |ρ′〉〈ρ′| =
∑

i1,j1,i2,j2

√
pi1pi2(UT )j1i1(UT )∗i2j2 |i1〉 〈i2|TrR(|j1〉R 〈j2|R)

=
∑
i

(UT†UT )i2i1
√
pi1pi2 |i1〉 〈i2| = ρ
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となる。

E.2 エントロピー
エントロピーは、系の不確定性や情報量を定量化する重要な概念である。量子情報理論

においては、エントロピーは量子状態の情報量を測る指標として用いられる。
本節では特筆しない限り確率分布は離散的であるとする。*1

E.2.1 Shannonエントロピー
この直感に基づき、情報量を定義する。確率事象 E から実数への関数 I として、以下

を満たすものを考える。

1. I(E)は E の発生確率 p(E)のみに依存し、0 ≤ p(E) ≤ 1により I(p(E))と書ける
2. I は確率の連続関数
3. 独立事象が同時に発生する情報量は各事象の情報量の和に等しい (I(p(E)q(E)) =

I(p(E)) + I(q(E)))

この条件を満たす関数は任意定数を用いて I(p(E)) = k ln p(E) の形で表される (自
己情報量)。*2 確率分布関数 {p(x)} が与えられたとき、得られる情報量の期待値は
k
∑

x p(x) ln p(x) で書ける。情報理論では対数の底を 2 とすることが多いため、以下の
定義を採用する。

Def. 28: Shannonエントロピー

確率分布 {p(x)}に対し、Shannonエントロピー (情報量)H を

H({p(x)}) := −
∑
x

p(x) log2 p(x)

と定義する。a

a 連続確率分布に対しても同様に H(p(x)) =
∫
dx p(x) log2 p(x)で定義される。

関数の極限と整合するように、p(x) = 0のとき 0 log2 0 = 0とする。
重要な性質を列挙しておく。

Prop. 17: Shannonエントロピーの基本性質

1. H({p(x)}) ≥ 0. 特に p(x) = δx,x0
のとき等号成立。

2. n 個の排反事象に関する Shannon エントロピーは、確率分布が一様分布
p(x) = 1/nのとき最大値 H = log2 nを取る。

*1 確率分布関数を p(x)と書いても離散確率分布を表すことに注意。
*2 Cauchyの関数方程式の議論から解ける。具体的には、x, y ∈ Rに対して f(x) := I(ex)とすると

f(x+ y) = I(ex+y) = I(ex) + I(ey) = f(x) + f(y)

の線型方程式を得る。I の連続性すなわち f の連続性からある定数 k ∈ C を用いて任意の x ∈ R で
f(x) = kxと書け、p = ex と取り直すことで任意の p > 0に対し I(p) = k ln pが導かれる。
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p

H(p, 1 − p)

1/2

1

図 E.1: 2つの排反事象のうち片方が生じる確率 pと Shannonエントロピー H(p, 1 − p).

Prf.

確率事象が排反な 2つの場合、Shannonエントロピーは

H(p(x), 1 − p(x)) = −p(x) log2 p(x) − (1 − p(x)) log2(1 − p(x))

と書ける。Fig. E.1のように、p(x) = 1/2で対称なグラフを描く。すなわち確率が一様
分布のとき最大値を取り、確率が偏っているときに小さくなる。
確率分布が複数ある場合、二つの事象が同時に起こる確率分布 p(x, y)を考えることが
できる。*3 これにより自然に結合エントロピー

H(X,Y ) := −
∑
x,y

p(x, y) log2 p(x, y)

が定まる。二つの確率事象が独立なときは p(x, y) = p(x)p(y)なので、

H(X,Y ) = −
∑
x,y

p(x)p(y)(log2(p(x)) + log2(p(y))) = H(X) +H(Y )

と分解できる。逆に X が Y に完全に依存していれば条件付き確率 p(x|y)は関数 f を用
いて p(x|y) = δx,f(y) と書ける。このとき

H(X,Y ) = −
∑
x,y

p(y)p(x|y)(log2 p(y) + log2 p(x|y)) = H(Y )

が成り立つ。以上の極端な 2例をもとにすると、H(X) +H(Y )−H(X,Y )はX,Y の依
存性を測る指標になると予想される。

Def. 29: 相互情報量 (古典情報理論)

確率変数 X,Y に対し、相互情報量 I(X : Y )を

I(X : Y ) := H(X) +H(Y ) −H(X,Y )

と定義する。

*3 厳密には、はじめに条件付き確率 p(x|y)を定義した上で p(x, y) := p(y)p(x|y)と定義される。
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E.2.2 von Neumannエントロピー
Shannon エントロピーは古典確率分布の情報量を表すが、量子状態の情報量を表す指

標として von Neumannエントロピーを定義する。

Def. 30: von Neumannエントロピー

量子状態 ρの von Neumannエントロピーを

S(ρ) := −Tr(ρ log ρ)

と定義する。

基本的には Shannonエントロピーと同様の性質を持つ。

Prop. 18: von Neumannエントロピーの基本性質

1. S(ρ) ≥ 0. 特に S(ρ) = 0のとき ρは純粋状態.

2. d次元 Hilbert空間上の状態 ρに対し、S(ρ) ≤ ln d. 特に S(ρ) = ln dのと
き ρ = I/d.

3. 合成系 AB が純粋状態ならば、S(A) = S(B).

4. pi を確率分布、ρi を直行部分空間に台を持つ量子状態とするとき、

S

(∑
i

piρi

)
= H({pi}) +

∑
i

piS(ρi)

が成り立つ。
5. pi を確率分布、|i〉 を A 系の正規直交基底、ρi を B 系の量子状態とする
とき、

S

(∑
i

pi |i〉A 〈i|A ⊗ ρi

)
= H({pi}) +

∑
i

piS(ρi)

が成り立つ。

Prf.

混合状態∑i piρi の情報には状態 {ρi}についての情報だけでなく確率分布 {pi}につい
ての情報も含まれている。したがって混合状態の von Neumannエントロピーは {ρi}の
von Neumannエントロピーの荷重平均より大きくなることが期待される。この直感を表
すのが以下の定理である。

Thm. 15: von Neumannエントロピーは凸関数

{pi} を (
∑

i pi = 1) なる確率分布、{ρi} を量子状態の密度演算子の集合とする
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とき、
S

(∑
i

piρi

)
≥
∑
i

piS(ρi)

が成り立つ。

Prf.

{ρi} で表される量子系を A, 新たに正規直交基底 {|i〉} から構成される量子系を
B として

ρAB :=
∑
i

piρi ⊗ |i〉 〈i|

を定義すると見通しが良い。ρi の固有値と固有ベクトルをそれぞれ λi, |i〉として
結合エントロピーを計算すると、

SA = −Tr

(∑
i

piρi ⊗ |i〉B 〈i|B

)
ln

∑
j

pjρj ⊗ |j〉B 〈j|B


= −

∑
klmn

〈k|A 〈l|B

(∑
i

piρi ⊗ |i〉〈i|

)
|m〉A |n〉B

× 〈m|A 〈n|B ln

∑
j

pjρj ⊗ |j〉〈j|

 |k〉A |l〉B

= −
∑
kmn

〈k|A pnρn |m〉A 〈m|A ln(pnρn) |k〉A

= −
∑
k

pkλk ln(pkλk) = −
∑
k

pkλk lnλk −
∑
k

λkpk ln pk

=
∑
k

pkS(ρk) −
∑
k

λkpk ln pk

Def. 31: エンタングルメントエントロピー

量子状態 ρAB の部分系 Aに対するエンタングルメントエントロピー SA を

SA := −TrA(ρA log ρA)

と定義する。

E.3 忠実度
二つの量子状態がどれだけ同じかを測る指標として忠実度 (fidelity)がある。
純粋状態 |ψ〉 , |φ〉 ∈ H の同一性は状態ベクトルの Hilbert 空間における内積で表せば
良い。ただし状態ベクトルは U(1)位相自由度をもつため、絶対値で評価するのが適切で
あろう。

F(|ψ〉 , |φ〉) := | 〈ψ|φ〉 | =
√
〈ψ|φ〉 〈φ|ψ〉.

状態ベクトルをそれぞれ規格化していれば 0 ≤ F(|ψ〉 , |φ〉) ≤ 1であり、F(|ψ〉 , |φ〉) = 1
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のとき |ψ〉と |φ〉は同一の状態を表す。
混合状態の場合、一度純粋化してから上の定義を用いることで忠実度を定義でき

る。(一般に混合) 状態 ρ =
∑

i pi |i〉〈i| , σ =
∑

j qj |j〉〈j| をとる。ρ の純粋化を |ρ〉 =∑
i

√
pi |i〉 |i〉R, σ の純粋化を |σ〉 =

∑
j

√
qj |j〉 |j〉R とする。appendix E.1 で見たよう

に、純粋化にはユニタリの自由度がある。もし元々用意していた混合状態 ρ, σ が等価
だったとしても、異なる基底を選ぶことで |ρ〉と |σ〉が直交することもあり得る。例えば
|i〉R と |j〉R を互いに直交する基底に取れば 〈ρ|σ〉 = 0 となる。ρ, σ が純粋状態の場合、
| 〈i|j〉R | = 1で純粋状態に対する忠実度が再現される。この観察から、|ρ〉 , |σ〉には数あ
る純粋化の中でも F(|ρ〉 , |σ〉)が最大になるものを選ぶのが妥当だろう。そこで

F(ρ, σ) = max
|ρ⟩,|σ⟩

F(|ρ〉 , |σ〉) = max
UR

|〈ρ| (I ⊗ UR) |σ〉|

とする。最右辺では参照系へのユニタリ変換の自由度を変更して F(|ρ〉 , |σ〉)を最大化す
るような |ρ〉 , |σ〉を選ぶ代わりに、ユニタリ変換で参照系の内積を最大にするものを選ん
でいる。(E.1.1)により

F(ρ, σ) = max
UR

∣∣〈ρ| (UT
R ⊗ I) |σ〉

∣∣
= max

UR

∣∣∣∣∣∣
∑

i,j1,j2

√
pi
√
qj1(UT

R )j2,j1 〈i|j1〉 〈i|j2〉R

∣∣∣∣∣∣
= max

UR

∣∣∣∣∣∑
i

√
pi
√
qi(UR)i,i

∣∣∣∣∣ = max
UR

∣∣Tr
(√
ρ
√
σUR

)∣∣.
(A.2.6)により F(ρ, σ) = ‖√ρ

√
σ‖tr を得る。ここまでの議論をまとめると、以下のよう

にできる。*4

Def. 32: 忠実度

量子状態の密度演算子 ρ, σ に対し、忠実度 F(ρ, σ)を

F(ρ, σ) := Tr
√
ρ1/2σρ1/2 = ‖ρ1/2σ1/2‖tr

とする。

Thm. 16: Uhlmannの定理 [38]

ρ, σ を量子状態の密度演算子、|ρ〉 , |σ〉をそれぞれの純粋化とするとき、

F(ρ, σ) = max
|ρ⟩,|σ⟩

F(|ρ〉 , |σ〉)

が成り立つ。ここに、右辺は純粋化のユニタリの自由度を変更して最大値をとる
ことを意味する。

Uhlmannの定理 Thm. 16から直ちにわかるように、ρ, σ の入れ替えで忠実度は対称で
ある: F(ρ, σ) = F(σ, ρ). また同一状態の忠実度は常に 1: F(ρ, ρ) = 1. 0 ≤ F(ρ, σ) ≤ 1

も明らかである。

*4 [38]では C∗-代数を用いて無限次元系にも適用している。
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σ

ρ1

ρ2
ρ

図 E.2: 状態空間における状態 ρ1, ρ2 の混合 ρと比較対称 σ の位置関係の概念図。状態の
混合は状態空間における内分点をとる操作と解釈できる。ρ1, ρ2 までの距離を p : (1 − p)

に内分した長さと σ からの距離が一致するのは破線の円だが、内分点 ρは必ずこの円の
内側に位置する。

忠実度は状態の内積が根本概念であるから、状態空間の中での 2状態間の近さと解釈で
きる。二つの状態の混合は状態空間の内分点をとると解釈すれば、Fig. E.2のような位置
関係に対応する不等式が成り立つ。

Cor. 10: 忠実度の凸性

{pi}を確率分布、{ρi}, {σi}を量子状態の密度演算子の集合とするとき、

F

(∑
i

piρi, σ

)
≥
∑
i

piF(ρi, σ)

が成り立つ。

混合状態の忠実度は密度行列の平方根で与えられているため解析が難しい。Affine 関
数であれば評価が簡単なので、F(ρ, σ)を概ね Aρ + Bσ + const.に変形したい。積の平
方根を Affine 関数で評価するには相加相乗平均の不等式が有効だろう。Affine 関数を
ρH + H−1σ のように表せば、この下限には H が現れないと期待される。忠実度の表式√
ρ1/2σρ1/2 を念頭において、適切に巡回性を使えるようにトレースの評価へ持ち込む。

ここまでを踏まえ √
ρ1/2σρ1/2 = min

H

1

2

(
Tr(ρH) + Tr

(
σH−1

))
を目指す。
右辺が ρ, σ の凸関数であることは直感的には Fig. E.3のように解釈できる。実際、線
型空間 X 上の Affine関数族 {ft : X → R}t∈T の下限を

g(x) := inf
t∈T

ft(x)

と定義すると、λ ∈ Cに対し任意の x, y ∈ X, t ∈ T で

ft(λx+ (1 − λ)y) = λft(x) + (1 − λ)ft(y) ≥ λg(x) + (1 − λ)g(y)

となるため、左辺の下限をとることで g(λx + (1 − λ)y) ≥ λg(x) + (1 − λ)g(y) が成り
立つ。
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x

y

g(x)

図 E.3: Affine関数の下限が凸関数であること。各直線は xに関する Affine関数族 ft(x)

を表し、太線で示した包絡線がその下限 g(x) = inft ft(x)を表す。

Prf. Cor. 10 (忠実度の凸性)

X > 0, Y ≥ 0を同一サイズのエルミート行列とする。

0 ≤ (X1/2 −X−1/2Y 1/2)†(X1/2 −X−1/2Y 1/2)

= X + Y 1/2X−1Y 1/2 − 2Y 1/2

であるから、両辺のトレースをとって巡回性を用いることでTr(X)+Tr
(
Y X−1

)
≥

2 Tr
(
Y 1/2

) を得る。ρ, σ と同じサイズのエルミート行列 H > 0 を任意にとり、
X =

√
ρH

√
ρ, Y =

√
ρσ

√
ρとすれば

Tr(ρH) + Tr
(
σH−1

)
≥ 2 Tr(

√
ρσ

√
ρ)

1/2
= 2F(ρ, σ)

である。H̃ := ρ−1/2
√
ρ1/2σρ1/2ρ−1/2 とおくと

Tr
(
ρH̃
)

+ Tr
(
σH̃−1

)
= 2 Tr(

√
ρσ

√
ρ)

1/2

となって等号成立。以上より

F(ρ, σ) = min
H>0

1

2

(
Tr(ρH) + Tr

(
σH−1

))
.

右辺は ρ, σ について Affine関数の下限になっており、凸関数である。
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付録 F

本文で省略した証明

本文のいくつかの命題、特に数学的命題は、内容が技術的であることと議論の流れを妨
げることを理由に証明を省略している。本章では保留した命題の証明を補完する。

F.1 Thm. 1 (Lieb-Robinson限界)の証明
記法は Sec. 1.1.1に従う。
H = HY +HY c の分割を

HY :=
∑

Z∩Y ̸=∅

hZ , HY c :=
∑

Z∩Y=∅

hZ

で与える。[HY c , BY ] = 0であることに注意。f(t) := [A(t), B]とおくと、

d

dt
f(t) =

d

dt

(
eiHtAe−iHtBY −BY e

iHtAe−iHt
)

= [i[H,A(t)], BY ]

= i[HY c , [A(t), BY ]] + [i[HY , A(t)], BY ]

= i[HY c , f(t)] + [i[HY , A(t)], BY ]

となる。非斉次線形微分方程式であるから定数変化法により解けて、

f(t) = eiHY c t[A(0), BY ]e−iHY c t +

∫ t

0

ds eiHY c (t−s)[i[HY , A(s)], BY ]e−iHY c (t−s)

となる。ノルムをとると

‖[A(t), BY ]‖ ≤ ‖[A(0), BY ]‖ +

∫ t

0

ds ‖[i[HY , A(s)], BY ]‖

≤ ‖[AX , BY ]‖ + 2‖BY ‖
∫ t

0

ds ‖[HY , A(s)]‖

≤ ‖[AX , BY ]‖ + 2‖BY ‖
∑

Z∩Y ̸=∅

∫ t

0

ds ‖[A(s), hZ ]‖.

(F.1.1)

CA(Z, t) := supOZ
‖[A(t), OZ ]‖/‖OZ‖とおく. (F.1.1)から

sup
BY

‖[A(t), BY ]‖
‖BY ‖

≤ sup
BY

‖[AX , BY ]‖
‖BY ‖

+ 2
∑

Z∩Y ̸=∅

∫ t

0

ds ‖[A(s), hZ ]‖


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すなわち
CA(Y, t) ≤ CA(Y, 0) + 2

∑
Z∩Y ̸=∅

∫ t

0

ds ‖hZ‖CA(Z, s)

を得る。特に

CA(Z, 0)

{
= 0 (X ∩ Z = ∅)

≤ 2‖AX‖ (X ∩ Z 6= ∅)
=: 2‖AX‖δ(X,Z)

に注意すると、

CA(Y, t)

≤ 0 + 2
∑

Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖
∫ t

0

ds1 CA(Z1, s1)

≤ 2
∑

Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1‖
∫ t

0

ds1

CA(Z1, 0) + 2
∑

Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2‖
∫ s1

0

ds2 CA(Z2, s2)


≤ 2

∑
Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1‖
∫ t

0

ds1 2‖AX‖δ(X,Z1)

+ 22
∑

Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖

∑
Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2
‖
∫ t

0

ds1

∫ s1

0

ds2 CA(Z2, s2)

≤ 2‖AX‖ · 2t
∑

Z1∩Y ̸=∅,X∩Z1 ̸=∅

‖hZ1‖

+ 22‖AX‖
∑

Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖

∑
Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2
‖
∫ t

0

ds1

∫ s1

0

ds2 2‖AX‖δ(X,Z2)

+ 23
∑

Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1‖
∑

Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2‖
∑

Z3∩Z2 ̸=∅

‖hZ3‖

×
∫ t

0

ds1

∫ s1

0

ds2

∫ s2

0

ds3 CA(Z3, s3)

≤ · · ·

≤ 2‖AX‖ · 2t
∑

Z1∩Y ̸=∅
X∩Z1 ̸=∅

‖hZ1
‖ + 2‖AX‖ (2t)2

2!

∑
Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖

∑
Z2∩Z1 ̸=∅
X∩Z2 ̸=∅

‖hZ2
‖

+ 2‖AX‖ (2t)3

3!

∑
Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1‖
∑

Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2‖
∑

Z3∩Z2 ̸=∅
X∩Z3 ̸=∅

‖hZ3‖ + · · ·

すなわち、

CA(Y, t) ≤ 2‖AX‖
∞∑

n=1

(2t)n

n!

∑
Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖

∑
Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2
‖ · · ·

∑
Zn∩Zn−1 ̸=∅
X∩Zn ̸=∅

‖hZn
‖.

(F.1.2)

各項に対応するような X,Y をつなぐ長さ n の path がなければ、その項は 0 になる。
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(1.1.4)を使って ‖hZi‖の総和部分を上から押さえると∑
Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖ · · ·

∑
Zn−2∩Zn−1 ̸=∅

‖hZn−1
‖

∑
Zn−1∩Zn ̸=∅
X∩Zn ̸=∅

‖hZn
‖

≤
∑
p1∈Y

∑
Z1∋p1

‖hZ1
‖ · · ·

∑
pn−1∈Zn−2

∑
Zn−1∋pn−1

‖hZn−1
‖

×
∑

pn∈Zn−1

∑
Zn∋pn,X∩Zn ̸=∅

‖hZn
‖

≤
∑
p1∈Y

∑
Z1∋p1

‖hZ1‖ · · ·
∑

pn−1∈Zn−2

∑
Zn−1∋pn−1

‖hZn−1‖
∑

pn∈Zn−1

se−µ

≤
∑
p1∈Y

∑
Z1∋p1

‖hZ1‖ · · ·
∑

pn−1∈Zn−2

∑
Zn−1∋pn−1

‖hZn−1‖kse−µ

≤
∑
p1∈Y

∑
Z1∋p1

‖hZ1‖ · · ·
∑

pn−2∈Zn−3

∑
Zn−2∋pn−2

‖hZn−2‖k2(se−µ)2

≤ · · ·

≤

{∑
p1∈Y (kse−µ)n (∃ path of length n connecting Y → X)

0 (otherwise)

≤ |Y |(ks)ne−µd(X,Y )

と評価できるので、(F.1.2)は

CA(Y, t) ≤ 2‖AX‖|Y |e−µd(X,Y )
∞∑

n=d(X,Y )

(2kst)n

n!

= 2‖AX‖|Y |e−µd(X,Y )(e2kst − 1).

経路を逆から辿れば

CA(Y, t) ≤ 2‖AX‖|X|e−µd(X,Y )(e2kst − 1)

も成り立つ。‖[A(t), BY ]‖/‖BY ‖ ≤ CA(Y, t)なので、定理が従う。

F.2 Thm. 4 (SPTは相関関数が指数減衰)の証明
記法は Sec. 1.1.2に従う。また (1.1.6)の導出までは Sec. 1.1.2で済んでいる。

F.2.1 Θ̂の具体形
まずは Θ̂の具体形を与える。1/tの t = 0周りでの複素周回積分が定数になること、お

よび Fourier変換が階段関数になる関数を求めたいを念頭に置くと、e−iωt/tの実数全体
にわたる積分を考察するのが良いだろう。極 t = 0を虚軸正側で回避するか負側で回避す
るかで積分値が変わる。Fig. F.1の積分路をとって積分を実行すると、

1√
2π

P

∫ ∞

−∞
dt
e−iωt

t
= −isgn(ω)

√
π

2

である。Fig. F.2のように極自体を虚軸に沿って移動させても類似の結果が得られる。

1√
2π

∫ ∞

−∞
dt
e−iωt

t− iε
= −iΘ(ω)

√
2π.
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Re t

Im t

(a) ω < 0

Re t

Im t

(b) ω > 0

図 F.1: e−iωt/tの積分路。

Re t

Im t

iε

(a) ω < 0

Re t

Im t

iε

(b) ω > 0

図 F.2: e−iωt/(t− iε)の積分路。

両者の結果を比較すると、

−iΘ(ω)
√

2π = −i
√
π

2
(sgn(ω) + 1) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
dt e−iωt

(
P

1

t
− iπδ(t)

)
を得る。よって Θの逆変換は

Θ̂(t) =
1√
2π

(
δ(t) + P

i

πt

)
(F.2.1)

である。[15]ではこの結果に π がかかっている。計算間違えたか?

F.2.2 相関関数の不等式評価
本文 Sec. 1.1.2の議論から、 〈φ0|AX |φ0〉 = 〈φ0|BY |φ0〉 = 0と仮定しても一般性を失

わない。本文では、相関関数と等価な形を目指して Θ(ω)や Gaussianのフィルターをか
けた結果 (1.1.8)が得られた。すなわち相関関数とこの値が近いことが望ましい。これを
踏まえ、相関関数を

〈φ0|AXBY |φ0〉

= 〈φ0|[ÃX , BY ]|φ0〉 + 〈φ0|AXBY |φ0〉 − 〈φ0|[ÃX , BY ]|φ0〉

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dt Θ̂(−t)e−αt2 〈φ0|[AX(t), BY ]|φ0〉

−
(

1√
2π

∫ ∞

−∞
dt Θ̂(−t)e−αt2 〈φ0|[AX(t), BY ]|φ0〉 − 〈φ0|AXBY |φ0〉

) (F.2.2)

と書き直す。最右辺の各項を評価する。
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■(F.2.2)第 1項の評価 (F.2.1)を用いて∣∣∣∣∫ ∞

−∞
dt Θ̂(−t)e−αt2 〈φ0|[AX(t), BY ]|φ0〉

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 1√
2π

∫ ∞

−∞
dt

(
δ(−t) − i

πt

)
e−αt2 〈φ0|[AX(t), BY ]|φ0〉

∣∣∣∣
≤ 1√

2π

∫ ∞

−∞
dt

(
δ(−t) +

1

πt

)
e−αt2‖[AX(t), BY ]‖

とする。以降、主値積分の記号は省略する。d = d(X,Y )と略し、定数 c > 0をとる。

(LHS) ≤ 1√
2π

∫
|t|≤cd

dt

(
δ(−t) +

1

πt

)
e−αt2‖[AX(t), BY ]‖

+

√
2

π
‖A‖‖B‖

∫
|t|≥cd

dt
e−αt2

πcd

≤
√

2

π
‖A‖‖B‖min(|X|, |Y |)e−µd

∫
|t|≤cd

dt

(
δ(t) +

1

πt

)(
e2kst − 1

)
+

√
2

π
‖A‖‖B‖2e−αc2d2

√
αcd

となる。最後の不等式では、第 1項に Lieb-Robinson限界を、第 2項の導出には∫ ∞

a

dt e−x2/2 <

∫ ∞

a

dt
x

a
e−x2/2 =

e−a2

a
(F.2.3)

を使っている。さらに ex − 1 =
∑∞

n=1 x
n/n! <

∑∞
n=1 x

n/(n− 1)! = xex から∫ a

−a

dx
ex − 1

x
<

∫ a

−a

dx
xex

x
< ea

が成り立つので、

((F.2.2) 1st term) ≤
√

2

π
‖A‖‖B‖

[
min(|X|, |Y |)e−µd e

2kscd

π
+

2e−αc2d2

√
αcd

]
.

■(F.2.2) 第 2 項以降の評価 (F.2.2) 第 2 項以降では時間発展した演算子と時間発展し
ていない演算子を比較しているので、時間発展の固有状態 (エネルギー固有状態)で展開
するのが簡単だろう。 〈φ0|AX |φ0〉 = 〈φ0|BY |φ0〉 = 0に注意して、

〈φ0|[AX(t), BY ]|φ0〉

=
∑
n

(
〈φ0|eiHtAXe

−iHt |n〉〈n|BY |φ0〉 − 〈φ0|BY |n〉〈n| eiHtAXe
−iHt|φ0〉

)
=
∑
n ̸=0

(
〈0|AX |n〉 〈n|BY |0〉 e−i(En−E0)t − 〈0|BY |n〉 〈n|AX |0〉 ei(En−E0)t

)
となるので、

((F.2.2) 2nd term)

=
∑
n ̸=0

(
1√
2π

∫ ∞

−∞
dt Θ̂(−t)e−αt2e−i(En−E0)t 〈0|AX |n〉 〈n|BY |0〉

− 1√
2π

∫ ∞

−∞
dt Θ̂(−t)e−αt2ei(En−E0)t 〈0|BY |n〉 〈n|AX |0〉

)
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と変形できる。t積分を実行すれば (F.2.2)第 3項との比較が可能になるだろう。時間積
分が Θ̂と Gaussian Gα(t) := e−αt2 の Fourier変換になっていることを踏まえ、

1√
2π

∫ ∞

−∞
dt Θ̂(−t)Gα(−t)e−iEt =

1√
2π

∫ ∞

−∞
dω (Θ ∗ Ĝα)(−E)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dωΘ(−E − ω)

1√
2α
e−ω2/4α

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dωΘ(ω − E)

1√
2α
e−ω2/4α

=
1

2
√
απ

∫ E

−∞
dω e−ω2/4α

=

 1
2
√
απ

(∫∞
−∞ −

∫∞
E

)
dω e−ω2/4α (E ≥ 0)

1
2
√
απ

∫ E

−∞ dω e−ω2/4α (E ≤ 0)

と評価できる。(F.2.3)を使うと

LHS ≤

1 + O
(
e−E2/4α

)
(E ≥ 0)

O
(
e−E2/4α

)
(E ≤ 0)

を得る。En − E0 ≥ ∆ (n 6= 1)を踏まえると

((F.2.2) 2nd term) =
∑
n ̸=0

[
〈0|AX |n〉 〈n|BY |0〉

(
1 + O

(
e−∆2/4α

))
−〈0|BY |n〉 〈n|AX |0〉O

(
e−∆2/4α

)]
= 〈φ0|AX(1 − |φ0〉〈φ0|)BY |φ0〉 + O

(
‖A‖‖B‖e−∆2/4α

)
= 〈φ0|AXBY |φ0〉 + O

(
‖A‖‖B‖e−∆2/4α

)
となる。

■定数の決定 以上の結果を全て統合すると、

〈φ0|AXBY |φ0〉 ≤
√

2

π
‖A‖‖B‖

[
min(|X|, |Y |)e−µd e

2kscd

π
+

2e−αc2d2

√
αcd

]
+ O

(
‖A‖‖B‖e−∆2/4α

)
である。相加相乗平均の不等式を繰り返し用いると

e−x + e−1/x ≥ 2e−(x+1/x)/2 ≥ 2e−1

であり、等号成立は x = 1のときに限る。これを踏まえ α = ∆/(2cd)とおくと、概ね最
適な評価が得られる。このとき、

〈φ0|AXBY |φ0〉 ≤ O

(
‖A‖‖B‖

[
min(|X|, |Y |)e(2ksc−µ)d +

(
1 +

1√
∆cd/2

)
e−∆cd/2

])

だが、大まかに min(|X|, |Y |) ≥ 1 + 1/
√

∆cd/2を期待して

〈φ0|AXBY |φ0〉 ≤ O
(
‖A‖‖B‖min(|X|, |Y |) exp

[
−
(
µ−

(
2ks− ∆

2

)
c

)
d

])
.
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c > 0と µ− (2ks− ∆/2)c > 0が任意のパラメーターで成立するように cを選ぶと、

c =
µ

∆/2 + 2ks

とすることで、

〈φ0|AXBY |φ0〉 ≤ O
(
‖A‖‖B‖min(|X|, |Y |)e−d(µ+c(∆/2−2ks))

)
= O

(
‖A‖‖B‖min(|X|, |Y |)e−µ̃d

)
µ̃ =

µ

1 + 4ks/∆

を得る。

F.3 整数論に関する命題の証明
Prop. 19: 整数値関数は二項係数の線型結合で一意に表せること

任意の r 次までの有理数値関数の集合を Vr := {P : Z → Q | degP ≤ r}、整数
値関数への制限を V Z

r := {P : Z → Z | degP ≤ r}とする。整数値関数 P ∈ V Z
r

は {nm ∈ Z}nm=0 を用いて

P (x) =

r∑
m=0

nm

(
x+m− 1

m

)
という形で一意に表される。ただし (x+m−1

m

)
= x(x+ 1) · · · (x+m− 1)/m!は二

項係数である。

Proof.

■(x+m−1
m

)が V Z
r の独立な基底であること 任意の f ∈ Vr に対して

∆f(x) = f(x+ 1) − f(x), ∆0f(x) = f(x), ∆k+1f(x) = ∆(∆kf(x))

を定め、
Bk(x) =

(
x+ k − 1

k

)
=
x(x+ 1) · · · (x+ k − 1)

k!

とする。このとき、

∆Bk(x) =
1

k!
((x+ k) − x)(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ k − 1) =

(
x+ k − 1

k − 1

)
なので

∆mBk(x) =

{(
x+k−1
k−m

)
(k ≥ m),

0 (k < m).

x = 0にて評価すると、m ≥ 1では

(∆mBk)(0) =

{(
k−1
k−m

)
=
(
k−1
m−1

)
(k ≥ m),

0 (k < m)
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およびm = 0にて (∆0Bk)(0) = δk,0 を得る。(r + 1) × (r + 1)行列

M = [(∆mBk)(0)]rm,k=0 =


1 0 0 · · · 0

0
(
0
0

) (
1
0

)
· · ·

(
r−1
0

)
0 0

(
1
1

)
· · ·

(
r−1
1

)
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · ·
(
r−1
r−1

)


は上三角行列であり、対角成分はすべて 1であるから detM = 1で、Q上ではM−1 を
持つ。T : Vr → Qr+1 を T [P ] := ((∆mP )(0))rm=0 で与えると、

(T [Bk])rk=0 = ((∆mBk)(0))rm,k=0 = M

なので T は次元を変えず、Bk は Vr の独立な基底を張る。

■整数値関数の一意的な分解 上記の事実から任意の P ∈ Vr は

P (x) =:

r∑
k=0

nkBk(x), nk ∈ Q (F.3.1)

と一意に分解できる。特に P ∈ V Z
r のとき、P (Z) ⊂ Zであり、(F.3.1)を具体的に計算

することで

n0 = P (0), nk = (∆kP )(0) =

r∑
m=k

nm

(
m− 1

k − 1

)
(k ≥ 1)

とわかるので、 
(∆0P )(0)
(∆1P )(0)
(∆2P )(0)

...
(∆rP )(0)

 =


1 0 0 · · · 0

0
(
0
0

) (
1
0

)
· · ·

(
r−1
0

)
0 0

(
1
1

)
· · ·

(
r−1
1

)
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · ·
(
r−1
r−1

)




n0
n1
n2
...
nr

.

行列は正則なので、この方程式を解くことで係数が具体的に求まる。

■nk が整数であること 仮定より nr = (∆rP )(0) ∈ Z である。k についての帰納法に
より、

nk = bk −
r∑

m=k+1

nm

(
m− 1

k − 1

)
∈ Z

なので全ての k に対し nk ∈ Zである。

F.4 (4.2.3)の転送行列を用いた議論による証明
証明するのは以下の命題である。方針は [6, 28]に従う。

Prop. 20: (4.2.3)

ランク r の多極子対称性を持つ系のバルクにおいて、任意の k ≤ r に対し、ラン
ク k の多極子対称性の作用により (4.2.3)を満たすゲージが存在する。
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帰納法により証明する。r = 1 のときは本文で示した通り。k で成り立つと仮定し、
k + 1で成り立つことを示す。
A をランク r の多極子対称性を有する SPT 基底状態を構成する左標準形の injective

MPSテンソルとする。すなわち、転送行列 T (O) =
∑

hA
h†OAh の左固有ベクトルが単

位行列、右固有ベクトルがフルランク行列 ρである。

A

A

= ,

A

A

ρ = ρ . (F.4.1)

U
(k+1)
g |ψ〉 は (4.2.3) を繋げたものだが、SPT 相の定義から |ψ〉 はただ一つの基底
状態なので、 〈ψ|U (k+1)

g |ψ〉 は U(1) 位相因子である。この値は転送行列 Tk(O) :=∑
hA

h†OX(k)†
g Ah を繋げることで評価できる。転送行列 Tk が左固有値として |λ| 6= 1

を持てば、 〈ψ|U (k+1)
g |ψ〉は熱力学極限 L → ∞で発散するか 0となって不合理。よって

Tk は U(1)固有値の左固有ベクトル X
(k+1)†
g がある。

A

AX
(k)†
g

X
(k+1)
g

·
= X

(k+1)
g . (F.4.2)

本文同様、 ·
=は U(1)位相因子を除いて両辺が一致することを表す。

続いて以下の量を評価する。

X(k+1)†X(k+1)

ρ =

X(k+1)†A

A

X(k+1) X(k)†

ρ

=

A

AX(k+1)

X(k+1)†X(k)†

√
ρ

√
ρ

.

(F.4.3)

(F.4.1)により、この右辺の上半分と下半分はノルムが等しいことがわかる。

A

A

X(k+1)†

X(k+1)

√
ρ

√
ρ

=

X(k+1)†

X(k+1)

√
ρ

√
ρ

=

A

A X(k+1)X(k)

X(k+1)†X(k)†

√
ρ

√
ρ

.
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最後の等号で X
(k)
g のユニタリ性を利用した。(F.4.3)と比較すると、∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ A

AX(k+1)

X(k+1)†X(k)†

√
ρ

√
ρ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=

A

A

X(k+1)†

X(k+1)

√
ρ

√
ρ

A

A X(k+1)X(k)

X(k+1)†X(k)†

√
ρ

√
ρ

,

を得る。これは Cauchy-Schwarzの不等式であり、左辺の上半分と下半分は同じノルムを
有しているので互いに比例する。よって、

AX(k+1)†
√
ρ

·
=

AX(k)† X(k+1)†
√
ρ

となり、X(k+1)
g がユニタリなら (4.2.3)と等価。

(4.2.3)と (F.4.2)により

A

A

X(k+1)†

X(k+1)

·
=

A

A

X(k)† X(k+1)†
X(k+1)

·
=

X(k+1)†

X(k+1)

.

が成り立つ。injective MPSテンソルから構成される転送行列の U(1)固有値は常に 1で、
対応する固有ベクトルは常に単位行列であるから、X(k+1)

g はユニタリ演算子である。
Prop. 10を証明する。

F.5 Prop. 10の証明
■証明で使う記法 証明に先立って記法を整理する。この証明では任意の g, h ∈ Gを固
定するため、θg,h(k, l)を θ(k, l)と略記する。また

SL(k, l) :=

k∑
m=0

l∑
n=0

θ(m,n)BL(k −m)BL(l − n), BL(t) :=

(
L+ t− 1

t

)
,

CL(k, l) := SL(k, l) − θ(k, l),

を導入することで (4.2.6)は
exp[iCL(k, l)] = 1.

と書き直せる。与えられた関数 f : Z2 → Rに対して差分作用素 ∆を

∆f(k, l) := f(k, l) − f(k − 1, l) − f(k, l − 1) + f(k − 1, l − 1)
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とする。さらに Pascalの恒等式(
L+ t− 1

t

)
=

(
L+ t− 2

t− 1

)
+

(
L+ t− 2

t

)
,

を書き換えることで
BL(t) = BL(t− 1) +BL−1(t) (F.5.1)

とできる。これにより ∆SL(k, l)は次のように簡略化できる。

∆SL(k, l) = SL−1(k, l). (F.5.2)

実際、

∆SL(k, l)

=

k−1∑
m=0

l−1∑
n=0

θ(m,n)(BL(k −m)BL(l − n) −BL(k − 1 −m)BL(l − n)

−BL(k −m)BL(l − 1 − n) +BL(k − 1 −m)BL(l − 1 − n))

+

(
k−1∑
m=0

BL(k −m)δn,l +

l−1∑
n=0

δm,kBL(l − n) + δk,mδl,n

−
k−1∑
m=0

BL(k − 1 −m)δn,l −
l−1∑
n=0

δm,kBL(l − 1 − n)

)
θ(m,n)

=

k−1∑
m=0

l−1∑
n=0

θ(m,n)(BL(k −m) −BL(k − 1 −m))(BL(l − n) −BL(l − 1 − n))

+

k−1∑
m=0

θ(m, l)(BL(k −m) −BL(k − 1 −m))

+

l−1∑
n=0

θ(k, n)(BL(l − n) −BL(l − 1 − n)) + θ(k, l)

=

k−1∑
m=0

l−1∑
n=0

θ(m,n)BL−1(k −m)BL−1(l − n) +

k−1∑
m=0

θ(m, l)BL−1(k −m)

+

l−1∑
n=0

θ(k, n)BL−1(l − n) + θ(k, l),

によって確かめられる。最後の行では (F.5.1)を用いた。

■十分性 はじめに十分性を示す。
(4.2.6)が任意の L, g, hで成り立つとき、CL(k, l) = 0と書き換えられるので、

0 = ∆CL(k, l) = ∆SL(k, l) − ∆θ(k, l)

= SL−1(k, l) − ∆θ(k, l)

= θ(k − 1, l) − θ(k, l − 1) + θ(k − 1, l − 1).

2行目では (F.5.2)を、3行目では CL−1 = SL−1 − θ = 0を用いた。これは (4.2.7)と同
値である。

(4.2.8) (θ(k, l) = 0 for k + l < r)の証明を帰納法で行う。CL(0, 1) = θ(0, 0)L = 0に
より θ(0, 0) = 0 が保証される。これは k + l = 0 の場合に対応する。s < r を固定し、
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k + l < sに対して θ(k, l) = 0となることを仮定する。θ(k, l) = θ(k + 1, l) + θ(k, l + 1)

が証明されているので、θ(0, s)を決めると k + l = sとなる他の θ(k, l)が決定する。

θ(0, s) = −θ(1, s− 1) = θ(2, s− 2) = · · · = (−1)sθ(s, 0)

一方で、

0 = CL(0, s+ 1) =

s∑
n=0

θ(0, n)BL(s+ 1 − n) = Lθ(0, s)

となるので、任意の k + l = sにて θ(k, l) = 0.

■必要性 続いて (4.2.7) (θ(k, l) = θ(k + 1, l) + θ(k, l + 1) for k, l < r)および (4.2.8)

(θ(k, l) = 0 for k + l < r)を仮定する。前者は

∆θ(k, l) = θ(k, l), ∀k, l < r + 1 (F.5.3)

と書き換えられる。(F.5.2)と (F.5.3)によって

∆CL(k, l) = ∆SL(k, l) − ∆θ(k, l) = SL−1(k, l) − θ(k, l).

よって
∆CL(k, l) = CL−1(k, l)

である。
L = 1を考えるのは物理的ではないが、C1 は数学的に well-definedなので、これを評

価する。

C1(k, l) =

k∑
m=0

l∑
n=0

θ(m,n)B1(k −m)B1(l − n) − θ(k, l) =

k∑
m=0

l∑
n=0

θ(m,n) − θ(k, l)

k + l ≤ r のとき、仮定から右辺は 0となる。一方 k + l > r のとき、

∆C1(k, l) =

(
k∑

m=0

l∑
n=0

−
k−1∑
m=0

l∑
n=0

−
k∑

m=0

l−1∑
n=0

+

k−1∑
m=0

l−1∑
n=0

)
θ(m,n) − ∆θ(k, l)

= θ(k, l) − θ(k, l) = 0.

よって任意の k, l ≥ 0にて C1(k, l) = 0である。
Lの帰納法により CL(k, l) = 0を示す。任意の k, l ≥ 0で CL−1(k, l) = 0となること

を仮定する。(??)により

CL(k, l) = CL(k − 1, l) + CL(k, l − 1) − CL(k − 1, l − 1)

すなわち任意のm+n < k+ lで CL(m,n) = 0なら CL(k, l) = 0である。m+n ≤ rを
とると、

CL(m,n) =

m∑
m′=0

n∑
n′=0

θ(m′, n′)BL(m−m′)BL(n− n′) − θ(m,n) = 0

第 2の等号では残っている θ(m′, n′) が仮定により 0であることを用いた。よって k + l

の帰納法により、任意の k, l ≥ 0にて CL(k, l) = 0である。これは (4.2.6)と同値である。
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索引

∗-代数, 71
⊠

for group representation, 90
for vector space, 89

↓, → 制限 (表現)
∼

as linear representation, → 同値 (線形表現)
↑, → 誘導表現

Banach代数, 71
basis

— of representation, 87
bicharacter, 95
blocking

— of MPS, 30
box tensor product, → external tensor product

C∗-代数, 71
canonical form, 24
character

— of group representation, 88

density matrix renormalization group, →
DRG34

direct sum
— representation, 91

DMRG, 34

essentially different, 31
Euclid距離, 63
external tensor product, 90

F-シンボル, 47
fidelity, 101
finitely correlated state, → 有限相関長状態
Frobeniusノルム, 15, 66

GHZ状態, 21

Hilbert-Schmidt内積, 68

injective
— NTI-MPS, 33
— of MPS, 30

injectivity length, 30
involution, 72
irreducible, 29

— CP maps, 29
irreducible representation, 91
isometry

C∗-代数, 72

Jordan-Wigner変換, 36

k-local Hamiltonian, 6

L-シンボル, 49
linear representation, → representation
Lp ノルム, 63

Manhattan距離, 63
matrix product state, → MS24, → MPS
MPO, 30
MPS, → 行列積状態, 24, 29
multiplier, 94
multipole symmetry, 53, 54

normal, 30
NTI-MPS, 33

pentagon identity
F -シンボルの—, 48
L-シンボルの—, 49

periodic, 30
periodicity, 29
primitive, 29
projective representation, 94
purification, 97

reducible, 29
— CP maps, 29
— representation, 91

regular
— representation, 92

representation
— of group, 87

Schmidtランク, 20
Schurの補題 I, 91
Schurの補題 II, 92
Shannonエントロピー, 98
SVD, → 特異値分解

tensor product
— representation, 90

transfer matrix, 30

Uhlmannの定理, 102
unitary

— representation, 88

W 状態, 21

演算子ノルム, 70
階数分解, 61
可約

—表現, 91
CP写像の—, 29

外部テンソル積, 90
基底
表現, 87

既約
CP写像の—, 29

既約表現, 91
極分解, → 階数分解
行列積状態, 22, 24
クラスター性, 5
結合エントロピー, 99
結合律, 47
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三角不等式, 72
指標
群の表現の—, 88

射影表現, 94
Schmidt分解, 20
自己共役

C∗-代数, 72
自己情報量, 98
純粋化, 97
乗数系, 94
情報量, → Shannonエントロピー
スペクトル, 72
スペクトル集合, 78
スペクトル半径, 78
正規

C∗-代数, 72
制限
表現の—, 93

正写像, 76
正定値

—行列, 76
正則

—表現, 92
線形表現, → 表現
相互作用距離, 8
相互情報量
古典情報理論の—, 99

双対写像, 77
双対ノルム, 66
多極子, 53
多極子対称性, 53, 54
台
演算子の—, 6

代数, 71
忠実度, 101, 102
純粋状態の—, 101

中線定理, 64
直積

—表現, 90
直和

—表現, 91
対合, 72
転送行列, 28
テンソル積

—表現, 90
特異値, 17
特異値分解, 17
トレースノルム, 28, 66
同値
線形表現の—, 88

同値変換
群の表現, 88

同値類
F -シンボルの—, 49

内積, 64
ノルム, 62, 72

Lp —, 63
内積から誘導された—, 64

半正定値
—行列, 76

virtual
—な脚, 23

表現, 87
標準形

MPSの—, 24
physical

—な脚, 23
フュージョンテンソル, 45
ボックステンソル積, → 外部テンソル積
ボンド次元, 24

密度行列繰り込み群, 34
有限相関長状態, 82
誘導ノルム, 66
誘導表現, 93
ユニタリ

C∗-代数, 72
ユニタリ性

特異値分解の—, 17
ユニタリ表現

群の—, 88
レゾルベント方程式, 74
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