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第 1章

励起ギャップのある 1次元量子多体系

本章では 1 次元量子多体系が励起ギャップをもつときに現れる性質を整理する。熱力学極限を念頭に
Hamiltonianの固有値の分布を調べると、基底状態と第一励起状態の間に有限のエネルギー差がある場合とな
い場合に大別できる。絶対零度極限において前者は絶縁体、後者は導体に対応する。
相対論的量子場理論では、質量を持つ粒子が媒介する相互作用は距離の指数関数により減衰する。相対論を
要求しない物性理論でも、質量に対応して励起ギャップがあるならば基底状態の相関関数が

〈ϕ0|AxBy|ϕ0〉 − 〈ϕ0|Ax|ϕ0〉 〈ϕ0|By|ϕ0〉 = O
(
e−const.×|x−y|

)
のように指数関数的に減衰すること (クラスター性)が、数々の具体例を通じて期待されていた。Ax, By はそ
れぞれ格子点 x, y 上の局所演算子、|ϕ0〉は基底状態を表す。実際、この事実は [1]にて示された。*1その背景
に、非相対論的量子力学でも Lieb-Robinson限界と呼ばれる実質的な因果律がある [3]ことは示唆的である。
因果の流れとしては、

gapped Hamiltonian
Lieb-Robinson bound

=⇒ exponential decay of correlation

scaling of mutual info.
=⇒ area law of entanglement entropy

が成り立つ。なお上段は 1次元に限らず、有限次元の格子中の局所 Hamiltonianの和で書かれる系であれば
常に成立する。
各定理の証明は手法として興味深いが、後の章では結果のみを用いるため読み飛ばしても差し支えない。

1.1 gappedなボゾン系のセットアップ
まず問題設定を整理する。設定は本章に限らず、本稿全体で要請する。格子点を Λs, 格子のボンドを Λb と
して、これを合わせて Λ = (Λs,Λb)とする。本節では格子 Λの形状や次元には制限を課さない。x, y ∈ Λs が
Λb の部分集合で連結されているとき、dist(x, y)と書いたら、x, y 間の最短経路長を表す。格子は次の意味で
有限次元であると仮定する。

*1 極限の取り方によっては [2]もこの事実を示しているが、論文の主眼はクラスター性にない。
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図 1.1: Bethe格子

Assumps. 1: 格子の有限次元性

熱力学極限をとる格子点 Λs の増大列は、ある定数 η > 0を用いて

sup
Λs

sup
x∈Λs

∑
y∈Λs

1

[1 + dist(x, y)]η
<∞

を満たす。

例えば d次元 Euclid空間における通常の格子は半径 r の球面に含まれるサイト数が O
(
rd−1

)であるため、
∑
y

1

rη
≈
∫ ∞

1

dr
rd−1

rη
=

∫ ∞

1

dr
1

rη−d+1

が有限になるような η > dが必ず存在する。一方 Bethe格子 (Fig. 1.1)のように、距離に応じて指数関数的
にサイト数が増加する格子はこの仮定を満たさない。
格子点 x ∈ Λsごとに局所Hilbert空間Hxを定義する。各点のHilbert空間の次元は supx∈Λs

dimHx <∞
を満たすとする。全 Hilbert空間はH =

⊗
x∈Λ Hx で与える。

Λの部分系の集合 S をとることで全系の Hamiltonianが

H =
∑
X∈S

hX

と書けるとする。例えば空間 1次元 Λs
∼= Zの Ising模型を念頭に置く場合、S は隣接する格子点の組全体の

集合 S = {{x, x + 1} | x ∈ Z}である。局所 Hamiltonian hX は X ⊂ Λに台 (非自明な作用)を持つ演算子
である。X,Y ∈ S が同じサイト数であっても、X 6= Y であれば hX と hY は異なる形状の相互作用を表して
良い。ただし相互作用はある程度局所的であることを要請し、次の仮定をする。

Assumps. 2: 相互作用の指数減衰

相互作用 hX は定数 λ0, µ, ε > 0を用いて∑
X∋x,y

‖hX‖ ≤ λ0e
−(µ+ε) dist(x,y)

を満たす。a

a 演算子のノルム ‖hX‖は Hilbert空間に作用する行列としての誘導ノルムとする。appendix A.2.2を参照。
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X

Y

図 1.2: 格子系と相互作用の例。破線は局所 Hamiltonian が非自明に作用する範囲を表す。この図では
d(X,Y ) = 2である。

距離 r の 2点に働く相互作用が V (r) = O(e−µr)の形で指数減衰する場合、典型的な局所 Hamiltonianは
この仮定を満たす。一方で Coulomb相互作用のように冪減衰する相互作用はこの仮定を満たさないが、これ
以降の議論を応用すると冪減衰する Lieb-Robinson限界およびクラスター性も導出できる [1]。

1.2 Lieb-Robinson限界
相対論的量子力学では空間的に十分離れた 2点間の bosonicな演算子は交換し、さらに時間発展しても光円
錐が交わるまでは可換である。*2 一方、凝縮系理論では相対論的効果を無視することが多く、一見このような
因果律は要請されないように思える。しかし、[3]にて、局所的な相互作用を持つ量子多体系においても、情
報伝搬速度の実質的な上限が存在することが示された。この結果は Lieb-Robinson 限界と呼ばれ、非相対論
的量子力学における実質的な因果律を与える。
光円錐の直感を与えるために、以下の距離を定義する。

Def. 1: 相互作用距離

上で与えた S を用いて格子 Λの部分集合 X,Y の間の距離を

d(X,Y ) := min |{Zi ∈ S | X ∩ Z1 6= ∅, Zi ∩ Zi+1 6= ∅, Zn ∩ Y 6= ∅}i|

とする。a

a X,Y は S の元である必要はない。

Fig. 1.2を参照。時間発展を離散ステップで見ると、点 x ∈ Λが次の時刻で相互作用しうるのは、xに非自
明な作用を与える hX の台 X(3 x)に含まれる点だけである。すなわち相互作用距離は Hamiltonianの各項
を辿っていくことで二つの有界部分集合をつなぐ最短時間を表す。
上記の状況設定に対して、次の定理が成り立つ。

Thm. 1: 指数減衰する相互作用系に関する Lieb-Robinson限界

AX , BY をコンパクトな台X,Y (X∩Y = ∅)で定義された bosonicな演算子とする。系がAssump. 1

および Assump. 2を満たすとき、

‖[AX(t), BY ]‖ ≤ C‖AX‖‖BY ‖|X|e−µd(X,Y )(ev|t| − 1) (1.2.1)

*2 寧ろ bosonic な演算子の定義を、空間的に十分離れた演算子が交換することとする。空間的に離れた演算子が反可換なときは
fermionicな演算子と呼ぶ。[1]では fermionicな演算子に対しても Lieb-Robinson限界及びクラスター性を示している。
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を満たす正定数 C, v > 0が存在する。

証明は技術的なので Sec. 1.2.1 に回す。(1.2.1) 右辺最後の −1 を無視して (十分時間が経過したのち)

vLR = v/µを与え、交換子のノルムが exp[−µ(d(X,Y )− vLR|t|)]で上から押さえられることを見ると、vLR

が速度であると解釈しやすい。
(1.2.1)左辺と因果律の関係がより明白になるように量子測定の例 [4]を紹介する。全体系を Λとし、Alice

は部分系 X ⊂ Λ、Bob は部分系 Y ⊂ Λ にのみアクセスできるとする。初期状態は ρ̂ である。Alice が古典
ビットの乱数を持っているとして以下のプロトコルを考察する。

1. Aliceがビット 0を得たとき、何もしない。ビット 1を得たら、X に台を持つ Hamiltonian H ′ = ÔX

によって微小時間 εだけ時間発展させて、状態を ρ̂′ = ρ̂+ iε[ÔX , ρ̂]に変化させる。
2. 全体系を時間 tだけ時間発展させる。
3. Bobが Y に台を持つ観測量 M̂Y を測定する。

Bobの測定結果の期待値の差は

∆OY :=
∣∣∣Tr[ρ̂′M̂Y (t)

]
− Tr

[
ρ̂M̂Y (t)

]∣∣∣
= ε
∣∣∣Tr[[ÔX , ρ̂]M̂Y (t)

]∣∣∣ = ε
∣∣∣Tr[ρ̂[M̂Y (t), ÔX ]

]∣∣∣ ≤ ε
∥∥∥[ÔX , M̂Y (t)

]∥∥∥
となる。最後の不等式では |TrAB| ≤ ‖A‖tr‖B‖から導いている (cf. appendix A.2)。Thm. 1は Bobの測
定結果の差が “光円錐” d = vLRtからの距離の指数関数により減少することを示しており、因果律を実質的
に保証している。

1.2.1 ?? (Lieb-Robinson限界)の証明
証明の方針は [1, 5]による。
H = HY +HY c の分割を

HY :=
∑

Z∩Y ̸=∅

hZ , HY c :=
∑

Z∩Y=∅

hZ

で与える。[HY c , BY ] = 0であることに注意。f(t) := [A(t), B]とおくと、

d

dt
f(t) =

d

dt

(
eiHtAe−iHtBY −BY e

iHtAe−iHt
)

= [i[H,A(t)], BY ]

= i[HY c , [A(t), BY ]] + [i[HY , A(t)], BY ]

= i[HY c , f(t)] + [i[HY , A(t)], BY ]

となる。非斉次線形微分方程式であるから定数変化法により解けて、

f(t) = eiHY c t[A(0), BY ]e
−iHY c t +

∫ t

0

ds eiHY c (t−s)[i[HY , A(s)], BY ]e
−iHY c (t−s)
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となる。ノルムをとると

‖[A(t), BY ]‖ ≤ ‖[A(0), BY ]‖+
∫ t

0

ds ‖[i[HY , A(s)], BY ]‖

≤ ‖[AX , BY ]‖+ 2‖BY ‖
∫ t

0

ds ‖[HY , A(s)]‖

≤ ‖[AX , BY ]‖+ 2‖BY ‖
∑

Z∩Y ̸=∅

∫ t

0

ds ‖[A(s), hZ ]‖.

(1.2.2)

CA(Z, t) := supOZ
‖[A(t), OZ ]‖/‖OZ‖とおく. (1.2.2)から

sup
BY

‖[A(t), BY ]‖
‖BY ‖

≤ sup
BY

‖[AX , BY ]‖
‖BY ‖

+ 2
∑

Z∩Y ̸=∅

∫ t

0

ds ‖[A(s), hZ ]‖


すなわち

CA(Y, t) ≤ CA(Y, 0) + 2
∑

Z∩Y ̸=∅

∫ t

0

ds ‖hZ‖CA(Z, s)

を得る。特に
CA(Z, 0)

{
= 0 (X ∩ Z = ∅)
≤ 2‖AX‖ (X ∩ Z 6= ∅)

=: 2‖AX‖δ(X,Z)
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に注意すると、
CA(Y, t)

≤ 0 + 2
∑

Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1‖
∫ t

0

ds1 CA(Z1, s1)

≤ 2
∑

Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖
∫ t

0

ds1

CA(Z1, 0) + 2
∑

Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2
‖
∫ s1

0

ds2 CA(Z2, s2)


≤ 2

∑
Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖
∫ t

0

ds1 2‖AX‖δ(X,Z1)

+ 22
∑

Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1‖
∑

Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2‖
∫ t

0

ds1

∫ s1

0

ds2 CA(Z2, s2)

≤ 2‖AX‖ · 2t
∑

Z1∩Y ̸=∅,X∩Z1 ̸=∅

‖hZ1
‖

+ 22‖AX‖
∑

Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1‖
∑

Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2‖
∫ t

0

ds1

∫ s1

0

ds2 2‖AX‖δ(X,Z2)

+ 23
∑

Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖

∑
Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2
‖

∑
Z3∩Z2 ̸=∅

‖hZ3
‖

×
∫ t

0

ds1

∫ s1

0

ds2

∫ s2

0

ds3 CA(Z3, s3)

≤ · · ·

≤ 2‖AX‖ · 2t
∑

Z1∩Y ̸=∅
X∩Z1 ̸=∅

‖hZ1
‖+ 2‖AX‖ (2t)

2

2!

∑
Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖

∑
Z2∩Z1 ̸=∅
X∩Z2 ̸=∅

‖hZ2
‖

+ 2‖AX‖ (2t)
3

3!

∑
Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖

∑
Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2
‖

∑
Z3∩Z2 ̸=∅
X∩Z3 ̸=∅

‖hZ3
‖+ · · ·

すなわち、

CA(Y, t) ≤ 2‖AX‖
∞∑

n=1

(2t)n

n!

∑
Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖

∑
Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2
‖ · · ·

∑
Zn∩Zn−1 ̸=∅
X∩Zn ̸=∅

‖hZn
‖.

各項に対応するような X,Y をつなぐ長さ nの pathがなければ、その項は 0になる。
ここで以下の補題を与える。

Lem. 1

ある λ′0 > 0が存在して、

exp[−(µ+ ε) dist(x, y)] ≤ λ′0 exp[−µ dist(x, y)]
[1 + dist(x, y)]η

(1.2.3)

とできる。また Assump. 1のもと、ある p0 > 0が存在して、∑
z∈Λs

exp[−µ dist(x, z)]
[1 + dist(x, z)]η

exp[−µ dist(z, y)]
[1 + dist(z, y)]η

≤ p0 exp[−µ dist(x, y)]
[1 + dist(x, y)]η

(1.2.4)
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とできる。

Prf.

dist(x, y) に関する関数 exp[−ε dist(x, y)][1 + dist(x, y)]η は上に有界であるから、(1.2.3) を満たす
λ′0 > 0が常に存在する。
三角不等式から [1 + dist(x, y)]η ≤ [1 + dist(x, z) + dist(z, y)]η ≤ [1 + dist(x, z) + 1+ dist(z, y)]η で
ある。右辺について、一般に A,B ≥ 0に対し

(A+B)η ≤ [2max(A,B)]η ≤ 2η max(Aη, Bη) ≤ 2η(Aη +Bη)

であるから、
[1 + dist(x, y)]η ≤ 2η([1 + dist(x, z)]η + [1 + dist(z, y)]η)

が成り立つ。(1.2.4)は
∑
z∈Λs

exp[−µ dist(x, z)]
[1 + dist(x, z)]η

exp[−µ dist(z, y)]
[1 + dist(z, y)]η

=
exp[−µ dist(x, z)] exp[−µ dist(z, y)]

[1 + dist(x, y)]η

∑
z∈Λs

[1 + dist(x, y)]η

[1 + dist(x, z)]η[1 + dist(z, y)]η

≤ exp[−µ dist(x, z)] exp[−µ dist(z, y)]
[1 + dist(x, y)]η

∑
z∈Λs

2η
[1 + dist(x, z)]η + [1 + dist(z, y)]η

[1 + dist(x, z)]η[1 + dist(z, y)]η

=
exp[−µ dist(x, z)] exp[−µ dist(z, y)]

[1 + dist(x, y)]η

∑
z∈Λs

2η
(

1

[1 + dist(x, z)]η
+

1

[1 + dist(z, y)]η

)
によって得られる。最後の総和は Assump. 1により有限であることに注意。

この補題により∑
Z1∩Y ̸=∅

‖hZ1
‖

∑
Z2∩Z1 ̸=∅

‖hZ2
‖ · · ·

∑
Zn∩Zn−1 ̸=∅
X∩Zn ̸=∅

‖hZn
‖

≤
∑
x∈X

∑
y∈Y

∑
z12,...,zn−1,n∈Λs

∑
Z1∋y,z12

‖hZ1‖
∑

Z2∋z12,z23

‖hZ2‖ · · ·
∑

Zn∋zn−1,n,x

‖hZn‖

≤
∑
x∈X
y∈Y

∑
z12,...,zn−1,n∈Λs

∑
Z1∋y,z12

‖hZ1
‖ · · ·

∑
Zn−1∋zn−2,n−1zn−1,n

‖hZn−1
‖λ0e−(µ+ε) dist(zn−1,n,x)

≤
∑
x∈X
y∈Y

∑
z12,...,zn−1,n∈Λs

∑
Z1∋y,z12

‖hZ1‖ · · ·
∑

Zn−1∋zn−2,n−1zn−1,n

‖hZn−1‖
λ0λ

′
0e

−µ dist(zn−1,n,x)

[1 + dist(zn−1,n, x)]η

≤ · · ·

≤
∑
x∈X
y∈Y

∑
z12,...,zn−1,n∈Λs

λ0λ
′
0e

−µ dist(y,z12)

[1 + dist(y, z12)]η
λ0λ

′
0e

−µ dist(z12,z23)

[1 + dist(z12, z23)]η
· · · λ0λ

′
0e

−µ dist(zn−1,n,x)

[1 + dist(zn−1,n, x)]η

≤
∑
x∈X
y∈Y

(λ0λ
′
0)

n p
n−1
0 e−µ dist(x,y)

[1 + dist(x, y)]η
≤ |X||Y |p−1

0 (p0λ0λ
′
0)

ne−µd(X,Y )
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と評価できるので、

CA(Y, t) ≤ 2p−1
0 ‖AX‖|X||Y |e−µd(X,Y )

∞∑
n=1

(2tp0λ0λ
′
0)

n

n!

≤ const.× ‖AX‖|X||Y |e−µd(X,Y )[e2tp0λ0λ
′
0 − 1]

が成り立つ。‖[A(t), BY ]‖/‖BY ‖ ≤ CA(Y, t)なので、定数 v > 0を適切に取ることで

‖[A(t), BY ]‖ ≤ const.× ‖AX‖‖BY ‖|X||Y |e−µd(X,Y )[evt − 1]

である。

1.3 gapped系における基底状態のクラスター性
Def. 2: 励起ギャップ

Hamiltonian HΛ のスペクトル Sp(HΛ)が以下を満たすとき、基底状態の上に励起ギャップがあると
いう。

• HΛ の基底状態が q-重縮退する。すなわち、固有状態 E0,1, . . . , E0,q が

∆E := max
µ,µ′

|E0,µ − E0,µ′ | → 0 (|Λs| → ∞)

を満たす Sp(HΛ)の最少の元である。
• q-重の基底状態と第 1励起状態のスペクトル間のギャップが、|Λs|に依存しない (O(1)の)定
数 ∆E で下から抑えられる。

物理量の基底状態期待値を
〈O〉0,Λ :=

1

q
Tr[OP0,Λ]

で定義する。ただし、P0,Λ は HΛ の基底状態空間への射影である。有限体積の格子 Λの規格化された基底状
態ベクトル ΦΛ による評価値の極限

ω(O) := lim
|Λs|→∞

〈ΦΛ, OΦΛ〉

によって、無限体積における基底状態期待値を定義する。

Thm. 2: ボゾン系のクラスター性

AX , BY をそれぞれコンパクト部分集合 X,Y ⊂ Λに台を持つ演算子とする。系が Assump. 1および
Assump. 2を満たし、さらに励起ギャップ∆E > 0があるとき、熱力学極限の基底状態期待値 ω につ
いて ∣∣∣∣ω(AXBY )−

1

2
[ω(AXP0BY ) + ω(BY P0AX)]

∣∣∣∣ ≤ const.× e−µ̃d(X,Y )

が成立する。ただし、η̃, µ̃は η, µの増加関数 vη, vµ を用いて

η̃ :=
η

1 + 2vη/∆E
, µ̃ :=

µ

1 + 2vµ/∆E

と表される。

10



「励起ギャップがあるなら相関関数は指数減衰」という定性的な主張には系の動的な情報が一切入っていな
いが、情報伝搬速度の上限を与える Lieb-Robinson boundが本質的に関わっていることには注目すべきであ
る。また特に基底状態が縮退する系について、主張の左辺は連結相関関数

〈ϕ0|AXBY |ϕ0〉 − 〈ϕ0|AX |ϕ0〉 〈ϕ0|BY |ϕ0〉

とは一般に異なることに注意。例えば、古典 Ising模型の基底状態を猫状態 |±〉 = (|↑↑ · · ·〉 ± |↓↓ · · ·〉)/
√
2に

より展開すると、連結相関関数が

〈±|ZxZy|±〉 − 〈±|Zx|±〉 〈±|Zy|±〉 = 1− 0 · 0 = 1

であるのに対し、定理における不等式左辺は

〈±|ZxZy|±〉 − 1

2
[〈±|Zx(|+〉〈+|+ |−〉〈−|)Zy |±〉+ 〈±|Zy(|+〉〈+|+ |−〉〈−|)Zx |±〉]

= 1− 〈∓|Zx|∓〉+ 〈∓|Zy|∓〉
2

= 0

となる。このような問題を生じるのは AX , BY として基底状態を基底状態に移す演算子、すなわち (有
効 Hamiltonian の) 対称性演算子の間での相関関数を考えた場合である。AX を対称性演算子とする。す
なわち AX は基底状態を基底状態に移し、AX(1 − P0) = (1 − P0)AX を満たす。この場合、AX と有効
Hamiltonian1− P0 は同時対角化が可能である。BY としてこの基底で対角化される演算子を取れば、有限系
における定理の左辺にて

〈ϕ0|AXP0BY |ϕ0〉 = 〈ϕ0|AX |ϕ0〉 〈ϕ0|BY |ϕ0〉+ 0

が成り立つので、連結相関関数の指数減衰が得られる。一方、AX , BY , 1− P0 が同時対角化不可能な場合は、
定理の左辺を連結相関関数にするような基底状態は一般に存在しない。

1.3.1 証明の概観
証明自体はテクニカルなので Sec. 1.3.2に回すが、[5]を参考に証明の方針を概観する。
出発点は基底状態における交換関係の評価である。有限体積ハミルトニアン HΛ による時間発展で

AX(t) := eiHΛtAXe
−iHΛt を与える。Φを規格化した基底状態としたとき、

〈Φ, [AX(t), BY ]Φ〉 = 〈Φ, AX(t)(1− P0,Λ)BY Φ〉 − 〈Φ, BY (1− P0,Λ)AX(t)Φ〉
+ 〈Φ, AX(t)P0,ΛBY Φ〉 − 〈Φ, BY P0,ΛAX(t)Φ〉

(1.3.1)

と分解できる。q-重縮退した基底状態ベクトル Φ0,ν (ν = 1, . . . , q)のエネルギー固有値を E0,ν , 励起状態のベ
クトルを Φn (n ≥ 1), そのエネルギー固有値を En とする。基底状態 Φの分解を

Φ =
∑
ν

aνΦ0,ν

で与えると、(1.3.1)右辺各項は

〈Φ, AX(t)(1− P0,Λ)BY Φ〉 =
∑
ν,ν′

∑
n ̸=0

a∗νaν′ 〈Φ0,ν , AXΦn〉 〈Φn, BY Φ0,ν′〉 ei(E0,ν−En)t (1.3.2)

〈Φ, BY (1− P0,Λ)AX(t)Φ〉 =
∑
ν,ν′

∑
n ̸=0

a∗νaν′ 〈Φ0,ν , BY Φn〉 〈Φn, AXΦ0,ν′〉 ei(En−E0,ν′ )t (1.3.3)
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〈Φ, AX(t)P0,ΛBY Φ〉 =
∑
ν,ν′

∑
µ

a∗νaν′ 〈Φ0,ν , AXΦ0,µ〉 〈Φ0,µ, BY Φ0,ν′〉 ei(E0,ν−E0,µ)t

〈Φ, BY P0,ΛAX(t)Φ〉 =
∑
ν,ν′

∑
µ

a∗νaν′ 〈Φ0,ν , BY Φ0,µ〉 〈Φ0,µ, AXΦ0,ν′〉 ei(E0,µ−E0,ν′ )t

である。
主張を示すに当たって重要になるのは (1.3.2)の t = 0における値であり、(1.3.1)からは特に (1.3.3)の寄
与を除きたい。そこで指数関数の肩に現れる符号に注目し、波数が負になるものを選択的に取り出す。幸い
(1.3.2)の Fourier変換は実質的に欲しい式の t = 0における値なので、ω < 0のみを通すフィルターを導入す
ればクラスター性を評価できる。具体的には、複素積分∫ ∞

−∞
dt
e−iωt

t+ i0
=

{
−2πi (ω > 0)

0 (ω < 0)
(1.3.4)

を利用し、(1.3.1)を t積分して

i

2π

∫ ∞

−∞
dt

1

t+ i0
〈Φ, [AX(t), BY ]Φ〉 = 〈Φ, AX(1− P0,Λ)BY Φ〉

∫ ∞

−∞
dt
ei(E0,ν−En)t

t+ i0
+ · · · (1.3.5)

とすると、(1.3.3)の寄与が消える。左辺のノルムを評価すれば、相関関数の振る舞いを与えられる。
(1.3.5)左辺について、tが小さい領域では Lieb-Robinson限界により d(X,Y )に関して指数関数的に抑え
られる。tの大きい支配的な領域を押さえるために、Gaussianフィルター e−αt2 を導入して左辺の積分を

i

2π

∫ ∞

−∞
dt
e−αt2

t+ i0
〈Φ, [AX(t), BY ]Φ〉

と書き直す。このとき右辺の (1.3.4)にもフィルターがかかり階段関数が “ぼやける”ことで、(1.3.3)の寄与
が混入する。すなわち、

• (1.3.5)左辺で tが大きい部分の寄与を抑えるには αが大きい方が望ましい
• (1.3.5)右辺に ω > 0の寄与を混入させないためには αが小さい方が望ましい

のトレードオフを考慮して αを適切に選ぶと、(1.3.5)右辺第 1校の適切な上限を与えることができ、基底状
態のクラスター性が示される。

1.3.2 証明
不等式評価
証明は煩雑なので appendix F.1.1に回すが、まず以下の補題を与える。

Lem. 2: フィルター付き階段関数の評価

E ∈ R, α > 0に対して、

lim
T→∞

lim
ϵ→+0

i

2π

∫ T

−T

dt
e−iEte−αt2

t+ iϵ
=

1

2π

√
π

α

∫ 0

−∞
dω e−(ω+E)2/4α

=

{
1 +O

(
exp
(
−E2/4α

))
(E ≥ ∆E)

O
(
exp
(
−∆E2/4α

))
(E ≤ −∆E)
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(1.3.1)の分解と Lem. 2により、

lim
T→∞

lim
ϵ→+0

i

2π

∫ T

−T

dt
〈Φ, [AX(t), BY ]Φ〉

t+ iϵ
e−αt2

= 〈Φ, AX(1− P0,Λ)BY Φ〉+O
(
exp
(
−∆E2/4α

))
+ lim

T→∞
lim

ϵ→+0

i

2π

∫ T

−T

dt
1

t+ iϵ
[〈Φ, AX(t)P0,ΛBY Φ〉 − 〈Φ, BY P0,ΛAX(t)Φ〉]e−αt2

(1.3.6)

が成り立つ。d = d(X,Y ), c > 0によって∥∥∥∥∥
(∫

0≤|t|≤cd

+

∫
cd<|t|≤T

)
dt

〈Φ, [AX(t), BY ]Φ〉
t+ iϵ

e−αt2

∥∥∥∥∥
≤
∫
0≤|t|≤cd

dt C‖AX‖‖BY ‖e−µd e
v|t| − 1

|t|
+

∫
cd<|t|≤T

dt ‖AX‖‖BY ‖
e−αt2

cd

である。ただし、第 1項の導出に Lieb-Robinson限界 (Thm. 1)と e−αt2 ≤ 1を、第 2項の導出に 1/|t| ≤ 1/cd

を用いた。第 1項にはさらに ex − 1 =
∑∞

n=1 x
n/n! <

∑∞
n=1 x

n/(n− 1)! = xex から得られる∫ cd

0

dt
evt − 1

t
≤
∫ cd

0

dt
vtevt

t
≤ evcd

によって、第 2項は Gauss積分によって評価できて、

(1.3.6) LHS ≤ const.× ‖AX‖‖BY ‖e−µdevcd + const.× ‖AX‖‖BY ‖
e−αc2d2

√
αcd

を得る。
(1.3.6)右辺最終項を評価する。Lem. 2により

lim
T→∞

lim
ϵ→+0

i

2π

∫ T

−T

dt 〈Φ0,ν , AX(t)P0,ΛBY Φ0,ν′〉 e−αt2

=
∑
µ

〈Φ0,ν , AXΦ0,µ〉 〈Φ0,µ, BY Φ0,ν′〉 lim
T→∞

lim
ϵ→+0

i

2π

∫ T

−T

dt
ei(E0,ν−E0,µ)t

t+ iϵ

=
∑
µ

〈Φ0,ν , AXΦ0,µ〉 〈Φ0,µ, BY Φ0,ν′〉 1

2π

√
π

α

∫ 0

−∞
dω exp

[
− (ω +∆Eµ,ν)

2

4α

]

→ 〈Φ0,ν , AXP0,ΛBY Φ0,ν′〉 1

2π

√
π

α

∫ 0

−∞
dω exp

[
−ω

2

4α

]
=

1

2
〈Φ0,ν , AXP0,ΛBY Φ0,ν′〉

である。ここに、∆Eµ,ν := E0,ν − E0,µ は格子のサイズ無限大極限 |Λs| → ∞にて 0に収束することを使っ
た。(1.3.6)に残った項も全く同様である。
以上を総合して、∣∣∣∣〈Φ, AXBY Φ〉 −

1

2
[〈Φ, AXP0,ΛBY Φ〉+ 〈Φ, BY P0,ΛAXΦ〉]

∣∣∣∣
≤ const.× ‖AX‖‖BY ‖e−(µ−vc)d + const.× ‖AX‖‖BY ‖

e−αc2d2

√
αcd

+O
(
e−∆E2/4α

)
である。
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最適パラメーターの選択
ここで、パラメーター c, αを適切に選び、最適な評価を与える。相加相乗平均の不等式を繰り返し用いると

e−x + e−1/x ≥ 2e−(x+1/x)/2 ≥ 2e−1

で、等号成立は x = 1のときに限る。これを踏まえると、α = ∆E/2cdにて概ね最適な評価が得られ、∣∣∣∣〈Φ, AXBY Φ〉 −
1

2
[〈Φ, AXP0,ΛBY Φ〉+ 〈Φ, BY P0,ΛAXΦ〉]

∣∣∣∣
≤ const.× ‖AX‖‖BY ‖e−(µ−vc)d

+ const.× ‖AX‖‖BY ‖

(
1√

∆Ecd/2
+ const.

)
e−∆Ecd/2.

仮定より∆Eは定数により下から押さえられ、また d ≥ 1であるから、右辺第 2項も ‖AX‖, ‖BY ‖, exp(−∆Ecd/2)

と定数の積で押さえられる。先ほど同様に相加相乗平均を念頭に置くと

e−(µ−vc)d + e−∆Ecd/2 ≥ 2 exp

[
−µ− (v −∆E/2)c

2
d

]
である。等号成立は µ− vc = ∆Ecd/2すなわち c = µ/(v +∆E/2)のときに限り、またそのとき両辺各項は
dについて常に減少関数である。ゆえに µ̃ = µ/(1 + 2v/∆E)にて∣∣∣∣〈Φ, AXBY Φ〉 −

1

2
[〈Φ, AXP0,ΛBY Φ〉+ 〈Φ, BY P0,ΛAXΦ〉]

∣∣∣∣
≤ const.× ‖AX‖‖BY ‖e−µ̃d(X,Y )

が成り立つ。

1.4 1次元 gapped系のエンタングルメントエントロピーの面積則
前節で見たように、1次元 gapped系の基底状態ではクラスター性が満たされる。相関関数は古典相関に限
らず量子相関も検出できるので、エンタングルメントも同様に指数減衰の振る舞いを示すことが期待される。
より一般に、以下の直感から任意次元の gappedな格子系でエンタングルメントエントロピーが着目領域の面
積に比例すること (面積則)が期待されている。相関関数が指数的に減衰する系では、ある点上の状態とエン
タングルするのはその点から有限距離以内にある点に限られると期待される。Fig. 1.3のように全体系を部分
系 X ⊂ Λとそれ以外に分割したとき、境界を跨ぐようなエンタングルメントは境界近傍の点に限られるだろ
う。エンタングルメントエントロピーは X とそれ以外の間のエンタングルメントの量を測る指標なので (cf.

??)、上限はX の境界面積に比例すると考えられる。特に 1次元系では領域の境界が点になるので、どのよう
な連結領域 X を取ってもエンタングルメントエントロピーは定数で抑えられると期待される。
実際、1次元 gapped系ではエンタングルメントエントロピーが定数で抑えられることが [6]にて示されて
おり、[7]で改善された。[8]にて、1次元系ではクラスター性がこの十分条件であることが示されている。??

と合わせると、1次元 gapped系ではエンタングルメントエントロピーが面積則を満たす。しかし [8]での証
明はランダム状態とエンタングルメント蒸留のテクニックを使った複雑なものであり、またエンタングルメン
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X

Λ \X

図 1.3: エンタングルメントの面積則。赤点とエンタングルする点は周囲の破線の円を超えないと期待すると、
X と Λ \X の境界 (太線)を跨ぐエンタングルメントの最大値は境界近傍 (破線内側)にある点の数に比例す
ると考えられる。

トエントロピーは定数で抑えられてはいるが巨大なため物理的に妥当な評価にはなっていない。*3[9]にてより
簡単な証明が与えられており、さらに上限の評価も改善されているので、本稿ではこの証明を見る。

1.4.1 証明の方針
1次元系のスピン 1/2鎖を考える。スピンが大きい場合も各スピンをスピン 1/2に分解して長さを調整する
ことでこの議論を適用できる。純粋状態 ρ = |Ψ〉〈Ψ|が以下を満たすとする。

Assumps. 3

距離 l だけ離れた 2つの領域 X,Y ⊂ Λs に台を持つ任意の演算子 AX , BY について、〈·〉 = Tr(ρ·)に
よる期待値が

〈AXBY 〉 − 〈AX〉 〈BY 〉 ≤ ‖AX‖‖BY ‖2−l/ξ

を満たす。

ξ > 1としても一般性を失わない (NOT SURE!!!)。Thm. 2直後でも指摘したように、基底状態が縮退する
ケースではこの仮定が常に成り立つとは限らないことに注意。基底状態に縮退がないケースでは常にこの仮定
が満たされる。縮退がある場合、うまいことしてこの仮定を緩和できないか??? このもとで以下が成り立つ。

Thm. 3: 1次元系でのエンタングルメントエントロピーの面積則

任意の α0 ∈ [2/3, 1)を用いて、任意の領域のエンタングルメントエントロピー S は

S <
α0

1− α0

(
ln

ξ

1− α0
+ 3

)
4n0 + 12

で抑えられる。ただし、

n0 ≤
⌈
10ξ

α0
+

1− α0

α0

3

ln ξ − ln(1− α0) + 3

⌉
+ 2

であり、dxeは x以上の最小の整数を表す。

Fig. 1.4のように 1次元鎖を A,B = B1 + B2, C に分ける。全体系の密度演算子を ρとして、部分系にト

*3 [9]において、この評価に現れる定数が O
(
exp

(
108

))になり、全宇宙の粒子数をゆうに超えうることが指摘されている。
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· · · · · ·
C B2 A B1 C

lB1 lA lB2
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図 1.4: 1次元鎖の分割。lB1 ≤ lB2 とする。

· · · · · ·
4ln

A
(n)
1 A

(n)
2 B

(n)
2 B

(n)
1

A
(n−1)
1 A

(n−1)
2 A

(n−1)
3 B

(n−1)
3 B

(n−1)
2 B

(n−1)
1

A
(n−2)
1 A

(n−2)
2 A

(n−2)
3 B

(n−2)
3 B

(n−2)
2 B

(n−2)
1

図 1.5: 系の分割。サイト数 4ln の系を ln サイトの系 4つに分割する。さらに両端の領域 A
(i)
1 , B

(i)
1 について

再起的に 3分割を繰り返し、A(i)
1 = A

(i−1)
1 + A

(i−1)
2 + A

(i−1)
3 , B

(i)
1 = B

(i−1)
3 +B

(i−1)
2 +B

(i−1)
1 とする。上

付き文字 (i)の領域はサイト数 li = 3il0 で与えられる。

レースアウトしたものを ρA = TrBC ρのように書く。
はじめに、相互情報量

I(A : C) := S(A) + S(C)− S(AC) ≥ 0

I(B1 : B2) := S(B1) + S(B2)− S(B) ≥ 0

の定義にて、S(C) = S(B1AB2)および S(AC) = S(B)を用いると

S(B1AB2) = S(B1)− S(A) + S(B2) + f(B1 : A : B2),

f(B1 : A : B2) := I(A : C)− I(B1 : B2)
(1.4.1)

とできる。Fig. 1.5のように、ln = 3nl0 によりサイト数 4ln の領域をとって分割すると、

S(A
(n)
1 A

(n)
2 B

(n)
2 B

(n)
1 ) = S(A

(n)
1 A

(n)
2 )− S(B

(n)
2 ) + S(B

(n)
1 ) + f(A

(n)
1 A

(n)
2 : B

(n)
2 : B

(n)
1 )

= S(A
(n)
1 )− S(A

(n)
2 ) + S(B

(n)
2 B

(n)
1 ) + f(A

(n)
1 : A

(n)
2 : B

(n)
2 B

(n)
1 )

(1.4.2)

の 2通りの分割が可能である。両端の領域でも同様に (1.4.1)により

S(A
(i)
1 A

(i)
2 ) = S(A

(i−1)
1 A

(i−1)
2 )− S(A

(i−1)
3 ) + S(A

(i)
2 ) + f(A

(i−1)
1 : A

(i−1)
3 : A

(i)
2 ),

S(A
(i)
1 ) = S(A

(i−1)
1 )− S(A

(i−1)
2 ) + S(A

(i−1)
3 ) + f(A

(i−1)
1 : A

(i−1)
2 : A

(i−1)
3 ),

S(B
(i)
1 ) = S(B

(i−1)
3 )− S(B

(i−1)
2 ) + S(B

(i−1)
1 ) + f(B

(i−1)
3 : B

(i−1)
2 : B

(i−1)
1 ),

S(B
(i)
2 B

(i)
1 ) = S(B

(i)
2 )− S(B

(i−1)
3 ) + S(B

(i−1)
2 B

(i−1)
1 ) + f(B

(i)
2 : B

(i−1)
3 : B

(i−1)
2 B

(i−1)
1 )
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が成り立つ。(1.4.2)の 2つの式を足すことで

S(A
(n)
1 A

(n)
2 B

(n)
2 B

(n)
1 )

=
1

2

[
S(A

(n)
1 A

(n)
2 ) + S(A

(n)
1 )− S(A

(n)
2 )− S(B

(n)
2 ) + S(B

(n)
1 ) + S(B

(n)
2 B

(n)
1 ) + f(· · · )

]
=

1

2

[(
S(A

(n−1)
1 A

(n−1)
2 )− S(A

(n−1)
3 ) + S(A

(n)
2 )
)
+
(
S(A

(n−1)
1 )− S(A

(n−1)
2 ) + S(A

(n−1)
3 )

)
− S(A

(n)
2 )

− S(B
(n)
2 ) +

(
S(B

(n−1)
3 )− S(B

(n−1)
2 ) + S(B

(n−1)
1 )

)
+
(
S(B

(n)
2 )− S(B

(n−1)
3 ) + S(B

(n−1)
2 B

(n−1)
1 )

)
+ f(· · · )

]
=

1

2

[
S(A

(n−1)
1 A

(n−1)
2 ) + S(A

(n−1)
1 )− S(A

(n−1)
2 )− S(B

(n−1)
2 ) + S(B

(n−1)
1 ) + S(B

(n−1)
2 B

(n−1)
1 ) + f(· · · )

]
= · · ·

=
1

2

[
S(A

(0)
1 A

(0)
2 ) + S(A

(0)
1 )− S(A

(0)
2 )− S(B

(0)
2 ) + S(B

(0)
1 ) + S(B

(0)
2 B

(0)
1 ) + f(· · · )

]
= S(A(0)1) + S(B(0)1)− 1

2

[
I(A

(0)
1 : A

(0)
2 ) + I(B

(0)
2 : B

(0)
1 )
]
+

1

2
f(· · · )

(1.4.3)

を得る。ただし、f(· · · )は各ステップで出てくる f の和である。f は常に正符号で足されているので、各ス
テップを Fig. 1.4に対応させると I(A : C)は常に正符号、I(B1 : B2)は常に負符号で足されていることに注
意。これにより、AB と C の間のエンタングルメントのスケーリングが相互情報量のスケーリングに帰着さ
れる。
この後、相互情報量 I(A : C), I(B1 : B2) に上限があることを示し、f(· · · ) が定数で抑えられることを
見る。長さ l を与えられたとき、十分大きな n をとり、Fig. 1.4 のように lA = l, lB1

= lB2
= 4ln − 1

となるよう系を分割する。エンタングルメントエントロピーの強劣加法性 CITE APPENDIX! (S(A) ≤
S(B1A) + S(A2B)− S(C))により任意の領域のエンタングルメントエントロピーは長さ 4ln のエントロピー
の最大値の 2倍で上から押さえられることを見る。

1.4.2 証明
状態を Schmidt分解して

|Ψ〉 =
M∑
i=1

√
pi |i〉A ⊗ |ϕi〉BC

, p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pM ≥ 0 (1.4.4)

とする。Aへの射影
Pmn :=

n∑
i=m

|i〉A 〈i|

を与え、領域 C の規格化された状態を

ρCmn :=

n∑
i=m

pi
Qmn

ϕCii , Qmn := 〈Pmn〉 =
n∑

i=m

pi, ϕCij := TrB |ϕi〉BC 〈ϕj |

とする。次の補題により、相関関数が指数減衰するならば、Qmn, lb = lB1 の増大に従って ρCmn が元の状態
ρC に近づくことが示される。
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Lem. 3

D(ρC , ρCmn) ≤
2−lb/ξ

Qmn
.

ここに、
D(ρ, σ) :=

1

2
‖ρ− σ‖1 = max

0≤Λ≤I
Tr (Λ(ρ− σ))

は状態 ρ, σ のトレース距離を表す。

Prf.

C に台を持つ任意の演算子 ΛC について
∣∣Tr[ΛC(ρC − ρCmn)

]∣∣ = TrC

[
TrAB(ρ)Λ

C − 1

Qmn
TrAB ((Pmn ⊗ IBC)ρ)Λ

C

]
=

∣∣∣∣∣
〈(

I − Pmn

Qmn

)
A

⊗ IB ⊗ ΛC

〉
ρ

∣∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥I − Pmn

Qmn

∥∥∥∥ ‖ΛC‖2−lb/ξ

である。ただし、最後の不等号で??と 〈I − Pmn/Qmn〉 = 0を用いた。左辺の 0 ≤ ΛC ≤ I における
最大値がトレース距離であること、および

‖I − Pmn/Qmn‖ =
‖ 〈Pmn − Pmn‖〉

Qmn
≤ 1

Qmn

から、主張が従う。

続いて Schmidt 分解で現れる係数 pi に p = 2−αlb/ξ (0 < α < 1) のカットオフを入れる。q(α) ∈
{0, 1, . . . ,M}を pq(α) ≥ 2−αlb/ξ > pq(α)+1 を満たすように定める。このとき i ≤ q(α)について Lem. 3から
D(ρC , ρCii) ≤ 2−(1−α)lb/ξ が成り立つので、ϕCii = ρCii が単体で ρC の良い近似になっている。逆に i > q(α)に
ついては ϕCii は適切な近似になっておらず、これをまとめて

Q(α) :=
∑

pi<2−αlb/ξ

pi

とする。

Lem. 4: Fannesの不等式

d次元 Hilbert空間上の状態 ρ, σ について D(ρ, σ) = ϵ ∈ [0, 1]ならば、

|S(ρ)− S(σ)| ≤ ϵ log d− ϵ log ϵ− (1− ϵ) log(1− ϵ).

Prf.

[10] Box 11.2を参照。

さらに ϵ ∈ [0, 1/2]ならば −ϵ log ϵ− (1− ϵ) log(1− ϵ) ≤ −2ϵ log ϵなので、

|S(ρ)− S(σ)| ≤ ϵ(log d− 2 log ϵ) (1.4.5)
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とできる。

Lem. 5

Qmn ≥ 2−αlb/ξ, (1− α)/lb ≥ ξ ならば、

|S(C)− S(ρCmn)| ≤ ϵ(lB + logM, lb, α)

である。ただし、
ϵ(L, lb, α) := [L+ 2(1− α)lb]2

−(1−α)lb/ξ.

Prf.

Lem. 3により D(ρC , ρCmn) ≤ 2−(1−α)lb/ξ ≤ 2−1 である。(1.4.4)により全系の SchmidtランクがM

であることを念頭に、

|Ψ〉 =
M∑
i=1

√
pi |i〉A ⊗

2lB∑
j=1

|j〉B ⊗ |ij〉C

と書ける。したがって、ρC , ρCmn が作用する Hilbert空間は |ij〉C で張られており、その次元は上から
M2lB で押さえられている。(1.4.5)により題意が従う。

logM ≤ lAであることに注意。lB1
, lA, lB2

が全て同等のスケールであれば、左辺は lbにより指数減衰する。
長さ l の連結領域におけるエンタングルメントエントロピーの最大値を S(l) ∈ [0, l]とする。さらに 1サイ
トあたりのエンタングルメントエントロピーの最大値 (に補正を加えたもの)を

s̄(l) :=
S(l) + ϵh

l
, ϵh := max

p∈[0,1]
(−p log p) < 0.531

とする。劣加法性により任意の n ∈ Nについて

s̄(nl) ≤ s̄(l) (1.4.6)

が成り立つことに注意。

Lem. 6

Q(α) ≤ ξ

αlb
[S(A) + ϵh] ≤

ξlA
αlb

s̄(lA).

Prf.

q(α) =M のときは Q(α) = 0で自明なので q(α) < M とする。

S(ρAmM ) = −
M∑

i=m

pi
QmM

log
pi

QmM
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はm ≤ i < M にて pi = pm をとり、pM ≤ pm としたときに最小になる。よって

S(ρAmM ) ≥ QmM − pM
pm

(
− pm
QmM

log
pm
QmM

)
− pM
QmM

log
pM
QmM

= −QmM − pM
QmM

log pm − pM
QmM

log pM + logQmM

≥ − log pm + logQmM

を得る。エントロピーの凸性から

S(A) ≥ Q(α)S(ρA(q(α)+1)M ) + (1−Q(α))S(ρA1q(α)) ≥ Q(α)S(ρA(q(α)+1)M )

≥ Q(α)

(
αlb
ξ

+ logQ(α)

)
≥ Q(α)

αlb
ξ

− ϵh

が成り立ち、題意が従う。

さらに領域 B におけるエントロピーの凸性を用いることで以下の補題を得る。

Lem. 7

(1− α)/lb ≥ ξ ならば、
S(C) ≤ 1

1−Q(α)
S(B) + ϵ(lC , lb, α).

Prf.

q(α) = 0なら Q(α) = 1で自明なので q(α) > 0とする。エントロピーの凸性により

S(B) ≥ [1−Q(α)]S(ρB1q(α))

S(ρB1q(α)) ≥
q(α)∑
i=1

pi
1−Q(α)

S(ϕBii )

が成り立つ。第 2 の不等式は {S(ϕBii )}1≤i≤q(α) の加重平均になっているので、少なくとも一つの
S(ϕBii ) は平均以下である。すなわち i0 ∈ {1, 2, . . . , q(α)} が存在して S(ϕBi0i0) ≤ S(ρB1q(α)) が成
り立つ。ϕBi0i0 , ϕCi0i0 はともに BC 系のうち片方をトレースアウトすることで構成しているので
S(ϕBi0i0) = S(ϕCi0i0)である。また Lem. 5により

S(C) ≤ S(ϕCi0i0) + ϵ(lC , lb, α)

が成り立つので、題意が従う。

x ∈ {3, 4, . . . }, lb = l0 によって lB1
: lA : lB2

= 1 : (x − 2) : 1とする。すなわち lC = xl0 である。エン
トロピーの劣加法性により S(B) ≤ 2S(l0)であり、ϵ(lC , lb, α) ≤ ϵh となるように l0 を十分に大きく取ると、
Lem. 7から

s̄(xl0) ≤
1

1−Q(α)

2

x
s̄(l0) (1.4.7)

となる。一方で、(1.4.6)により s̄(lA) = s̄((x− 2)l0) ≤ s̄(l0)なので、Lem. 6により Q(α)も s̄(l0)を用いて

20



上から押さえられる。結局 (1.4.7)は

s̄(xl0) ≤
1

1− s̄(l0)(x− 2)ξ/α

2

x
s̄(l0) =: γ(x, l0)s̄(l0)

とできる。γ0 := γ(x, l0) < 1となるような十分小さい s̄(l0)を与える長さ l0 が存在すれば、

s̄(xnl0) ≤

(
n−1∏
i=0

γ(x, xil0)

)
s̄(l0) < γn0 s̄(l0) (1.4.8)

とできる。

s̄(l0)を小さくする l0 の存在
エントロピーの劣加法性を示す不等式は、Schmidt分解の結果 (1.4.4)を用いて

S(AB) = S(C) = S

(
M∑
i=1

piϕ
C
ii

)

≤ H({pi}) +
M∑
i=1

piS(ϕ
C
ii)

= H({pi}) +
M∑
i=1

piS(ϕ
B
ii )

≤ S(A) + S(B)

(1.4.9)

から示される。不等号の 1番目は CITE APPENDIX!!!から、続く等号は S(ϕBii ) = S(ϕCii)から、最後の不等
号はエントロピーの凸性 CITE APPENDIX!!!から従う。

Lem. 8

Q(α) ≥ 2−αlb/ξ, (1− α)/lb ≥ ξ ならば、

S(C) ≤ S(A) + S(B)−Q(α)
αlb
ξ

+ 2ϵh + ϵ(lC , lb, α).

Prf.

{pi}1≤i≤M を {R1, R2, . . . , RK}と区分し、RM = Qim,im+1−1, i1 = 1 < i2 < · · · < iK+1 = M + 1

を満たすようにする。このとき

H({pi}) =
K∑

m=1

Rm

im+1−1∑
i=im

pi
Rm

(
− log

pi
Rm

− logRm

)

= −
K∑

m=1

Rm

im+1−1∑
i=im

pi
Rm

log
pi
Rm

+H({Rm}),

M∑
i=1

piS(ϕ
C
ii) =

K∑
m=1

Rm

im+1−1∑
i=im

pi
Rm

S(ϕCii)
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と分解できる。(1.4.9)によって

S(ρCim,im+1−1) = S

(
im+1−1∑
i=im

pi
Rm

ϕCii

)
≤ H({pi/Rm}im≤i≤im+1−1) +

im+1−1∑
i=im

pi
Rm

S(ϕCii)

が成り立つ CITE APPENDIX OR GIVE EXPLICIT FORMULA!ので、再び (1.4.9)は
K∑

m=1

RmS(ρ
C
im,im+1−1) ≤ S(A) + S(B)−H({Rm}) (1.4.10)

と書ける。仮定 Q(α) ≥ 2−αlb/ξ を念頭にK 個の添え字の分割を{
im = i 1 ≤ m ≤ q(α)

2−αlb/ξ ≤ Rm ≤ 2 · 2−αlb/ξ m > q(α)

ととる。mの値によらず Rm ≥ 2−αlb/ξ なので、Lem. 5により S(C) ≤ S(ρCim,im+1−1) + ϵ(lC , lb, α)

が成り立つ。したがって、(1.4.10)は

S(C) ≤ S(A) + S(B)−H({Rm}) + ϵ(lC , lb, α)

と書き直せる。
Shannon エントロピーの下限を評価する。m > q(α) にて Rm ≤ 2 · 2−αlb/ξ を満たすように
{Rm}1≤m≤K をとるとき、H({Rm}) = −

∑K
m=1Rm logRm は 1 ≤ m ≤ K − 1 にて均等に

Rm = 2−αlb/ξ をとり、RK = Q(α)−
∑K−1

m=1 Rm としたときに最小になる。a従って

H({Rm}) ≥ Q(α)− 2 · 2−αlb/ξ

2 · 2−αlb/ξ

(
−21−αlb/ξ log 21−αlb/ξ

)
−RK logRK

≥ Q(α)(1− αlb/ξ)− 21−αlb/ξ log 21−αlb/ξ −Q(α) logQ(α)

≥ Q(α)
αlb
ξ

+ min
x∈[0,1]

(−x+ x log x)

である。第 2 の不等号では RK = Q(α) −
∑K−1

m=1 Rm とエントロピーの凸性を使った。(Q −
X) log(Q−X) ≥ Q logQか???ホンマか??? minx(−x+ x log x) = minx(−2x+ 2x log 2x) = −2ϵh

なので、H({Rm}) ≥ Q(α)αlbξ − 2ϵh.

a 不等式評価にあたり、RK ≥ 2−αlb/ξ を満たすかは一旦問わない。

先述のように lb = l0, lB1
: lA : lB2

= 1 : (x − 2) : 1 とする。x ≥ 4 かつ l0 が十分大きければ、
ϵ(lC , lb, α) ≤ ϵh ととることができ、Lem. 8と (1.4.6)により

s̄(xl0) =
S(xl0) + ϵh

xl0
≤ S((x− 2)l0) + S(B)−Q(α)αlb/ξ + 3ϵh + ϵ(lC , lb, α)

xl0

≤ s̄(l0)−
Q(α)α

xξ

(1.4.11)

とできる。
Qc ∈ (0, 1)を取ったとき、Qc ≥ Q(α)ならば (1.4.7)から s̄(xl) ≤ 2s̄(l)/x(1−Qc)により、Qc ≤ Q(α)な
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ら (1.4.11)から s̄(xl) ≤ s̄(l)−Qcα/xξ により C のエントロピーを押さえられるため、

s̄(xl) ≤ max

(
2s̄(l)

x(1−Qc)
, s̄(l)− Qcα

xξ

)
(1.4.12)

である。Qα は任意に取れるので、再起的に不等式を適用することで、任意の ϵ > 0に対して十分大きな l で
s̄(l) < ϵとなることが示される。

1.4.3 相互情報量のスケーリング
最初に考えていた状態 |Ψ〉にて B をトレースアウトした ρAC =

∑M
i,j

√
pipj |i〉A 〈j| ⊗ ϕCij を

ρAC =

 q(α)∑
i,j=1

+

M∑
i,j=q(α)+1

+
∑

the rest

√
pipj |i〉A 〈j| ⊗ ϕCij

と分解して S(AC)を評価する。

Lem. 9

任意の α ∈ (0, 1/2)に対して (1− 2α)lb ≥ ξ ならば、

I(A : C) ≤ 2Q(α)S(C) + 2H({Q(α), 1−Q(α)}) + 2ϵ(lC , lb, α) + ϵ(lB + lb, lb, 2α) (1.4.13)

であり、Q(α) < 1/2ならば

I(A : C) ≤ 2Q(α)S(C)− 4Q(α) logQ(α) + 2ϵ(lC , lb, α) + ϵ(lB + lb, lb, 2α).

Prf.

See appendix of the paper.

{lB1 , lA, lB2}が xnl0 と小さい整数の積であるとき、

Q(α)S(X)
Lem. 6
≤ O(s̄(lA)s̄(lC)lC)

(1.4.6)

≤ O(s̄(xnl0)lC)
(1.4.8)

≤ O
(
(γ20x)

n
)

とできる。十分小さい s̄(l)を与える nをとっていれば −Q(α) logQ(α)は増加関数であるから、

−Q(α) logQ(α)
Lem. 6
≤ −s̄(lA) log s̄(lA)

(1.4.8)

≤ O(nγn0 ) +O(γn0 )

である。結果、(1.4.13)右辺は nの指数で減衰する。
さて、

η(l1, l2, l3) := max
lB1

=l1
lA=l2
lB2

=l3

I(A : C)

と定める。
(1.4.3)から以下の補題が従う。スケーリングのみが問題なので、補正項となる η, λの引数の係数は特に議
論しない。
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Lem. 10

ln = 3nl0 に対し、

S(4ln) ≤ 2S(l0) + η(ln, ln, 2ln) +
∑

0≤i<n

λi, λi := η(2li, l2, 3li) + η(li, li, li)

が成り立つ。

上述のように (1.4.13)は

I(A : C) ≤ O
(
(γ20x)

n
)
+O(nγn0 ) +O(γn0 ) +O

(
lb2

−(1−α)lb/ξ
)
+O

(
lb2

−(1−2α)lb/ξ
)

とスケールする。s̄(l0)を十分小さくとって γ20x < 1とすれば、

λ2m ≤ max(γ20x, γ
n
0 , nγ

n
0 )λ2(m−1) ≤ max(O

(
(γ20x)

m
)
,O(mγm0 ))

であり、級数和は定数に収束する。λ2m+1 についても同様に収束するので、右辺は定数により上から押さえら
れる。

1.4.4 面積則のパラメーター依存性
最後に、Lem. 10の右辺がシステムサイズに依存しないパラメーターのみで決定できることを確認する。

Lem. 11

α0 ∈ [2/3, 1)を固定し、ln = 4nl0, s̄n = s̄(ln), および

l0 =
2ξ

1− α0

(
log

ξ

1− α0
+ 3

)
とすると、任意の Qc ∈ [0, 1]に対して{

s̄n+1 < s̄n −Qc
α0

4ξ s̄n ≥ Qc(1−Qx)α0

2(1−2Qc)ξ
> 0,

s̄n+1 <
s̄n

2(1−Qc)
s̄n ≤ Qc(1−Qc)α0

2(1−2Qc)ξ
.

Prf.

lB1
: lA : lB2

= 1 : 2 : 1, lb = l0 とする。lC = ln+1 である。このときの Q(α0) を Qn と書く。
g := 8ξ/(1− α0)とおくと、l0 = (g/4) log g. すると

ϵ(lC , lb, α0) ≤ ϵ(4l0, l0, α0) := [4l0 + 2(1− α0)l0]2
−(1−α0)l0/ξ

≤ 14

3

g log g

4
2−1/3·(g/4ξ) log g ≤ 7g log g

6
2
7g

6
2−2 log g log g =

7 log g

6g

である。今??にて ξ ≥ 1 を仮定しているので g ≥ 24 であり、右辺を具体的に計算すると
(7 log g)/(6g) < ϵh となる。従って Lems. 7 and 8 が適用できて、結果得られる (1.4.12) により
任意の Qc に対して

s̄n+1 < max(
s̄n

2(1−Qc)
, s̄n −Qc

α0

4ξ
)
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と評価できる。s̄n と Qc(1−Qc)α0/2(1− 2Qc)ξ の大小関係に応じて右辺のどちらかが支配的になる
ので、題意が従う。

最後に、上述の l0 が s̄(l0)を十分小さくすることを確認しなければならない。

Lem. 12

Lem. 11の設定において、任意の α0 ∈ [2/3, 1)に対し以下を満たす l̃0, n0 が存在する。

l̃0 ≤ 4n0 l0,

n0 ≤
⌈
10ξ

α0

(
1 +

ϵh
l0

)⌉
+ 2,

s̄(l̃0) <
α0

27ξ
.

これにより
S(l̃0) <

2α0

27(1− α0)

(
log

ξ

1− α0
+ 3

)
4n0

と評価できる。

Prf.

Lem. 11にて Qc = 2/5とすると、
Qc(1−Qc)α0

2(1− 2Qc)ξ
=

3α0

5ξ

である。
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第 2章

行列積状態

本章では 1 次元 gapped 量子スピン系の基底状態を効率的に表現する行列積状態 (matrix product state;

MPS)について扱う。数学的な定式化は [11]ですでに与えられており、重要な結果の多くはここで証明されて
いる。
本章では状態は専らスピン系を念頭に置く。
本章は主に [12, 13, 14]を参考にした。

2.1 Schmidt分解
2.1.1 行列の低ランク近似と特異値分解
Lサイトの Hilbert空間H =

⊗L
k=1 Hk 上の量子多体系の純粋状態

|ψ〉 =
∑

i1,...,iL

Mi1,...,iL |i1, . . . , iL〉 (Mi1,...,iL ∈ C, 1 ≤ ik ≤ dk = dimHk) (2.1.1)

を効率的に近似する方法を考察する。ここで ik はサイト k における Hilbert 空間 Hk の基底を表し、
Mi1,...,iL ∈ Cである。簡単のため、全系の Hilbert空間の次元は有限であるとする。
一旦問題を簡単にして L = 2とする。i1 ∈ {1, . . . ,m}, i2 ∈ {1, . . . , n}を走るとすれば、Mi1,i2 は m × n

行列M の成分とみなせる。この行列を適切に近似することで状態 |ψ〉を近似する。M は一般に正方行列では
ないので、M の情報は rankM でおおよそ評価せざるを得ないだろう。*1そこで近似行列 M̃ として、ランク
が小さくかつM に近い行列を探す。M との近さを評価するにはノルム ‖M − M̃‖が必要だが、計算が比較
的容易な行列のノルムとして Frobeniusノルム

‖M‖F :=
√
TrM†M =

√∑
i,j

|Mij |2

がある。これにより状態の近似は一旦以下の問題に書き換えられる。

*1 ここでの情報とは情報理論における情報量を意味せず、基底を適切に変えたときに非ゼロになる成分としている。
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Problem 1: 行列の低ランク近似問題

与えられたm× n行列M と r̃ ∈ Nに対して

min
M̃

‖M − M̃‖2F s.t. rank M̃ ≤ r̃

を実現する M̃ を求めよ。

r̃ ≥ rankM ならば自明に M̃ =M が解なので、以下 r̃ ≤ rankM を仮定する。
Problem 1を解くに当たって、最適化問題の解法として頻用される Lagrangeの未定乗数法を用いる。また
ランクが問題設定に大きく影響しているので、階数分解??を用いる。最適近似を与える行列を階数分解により
M̃ = B̃C̃ として、さらに B̃ が r̃個の正規直交行列を並べて構成されることを踏まえ制約条件に B̃†B̃ = 1r̃ を
課す。*2Lagrangeの未定乗数 λij ∈ Rを成分とする行列 Λ̃により

L = ‖M − B̃C̃‖2F +

r̃∑
i,j=1

λij(b̃i · b̃j − δij)

= Tr
[
(M − B̃C̃)†(M − B̃C̃)

]
+

r̃∑
i,j=1

Λ̃ij(b̃i · b̃j − δij)

= Tr
[
M†M −M†B̃C̃ − (B̃C̃)†M + C̃†B̃†B̃C̃

]
+Tr

(
Λ̃B̃†B̃ − Λ̃

)
= Tr

[
M†M −M†(B̃C̃)− (B̃C̃)†M + C̃†B̃†B̃C̃

]
+Tr

(
Λ̃B̃†B̃ − Λ̃

)
とする。制約条件は i, j の入れ替えで対称になるので、Λ̃も対称行列にできる。B̃ の成分で微分して停留点を
求めると

0 =
∂L

∂b̃ij
= (−C̃M † + Λ̃B̃†)ji

C̃ の成分で微分して停留点を求めると

0 =
∂L

∂c̃ij
= (−M†B̃ + C̃†)ji

であるから、Λ̃† = Λ̃に注意して
MC̃† = B̃Λ̃, C̃ = B̃†M

なる Λ̃, B̃, C̃ が停留点を与える。さらに Λ̃は実対称行列 (i.e. エルミート行列)であるから、r̃× r̃ユニタリ行
列 D̃ と実対角行列 ∆̃により Λ̃ = D̃∆̃D̃† と対角化できる。よって近似行列 M̃ は条件式

M(D̃†C̃)† = B̃D̃∆̃, D̃†C̃ = (B̃D̃)†M (2.1.2)

を満たす行列の積 B̃C̃ として与えられる。
B̃, C̃ の意味合いがより明確になるように条件式を変形する。(2.1.2)第 2式を第 1式に代入したものと、第

1式左からM† を作用させて第 2式を代入したものを使うと{
MM †(B̃D̃) = (B̃D̃)∆̃

M†M(D̃†C̃)† = (D̃†C̃)†∆̃
(2.1.3)

*2 以下、r̃ に依存する最適解を与える量は ·̃を付けて区別する。
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と書き換えられる。Ũ := B̃D̃ の r̃ 本の列ベクトルは MM† の固有ベクトル、D̃†C̃ の r̃ 本の行ベクトルは
M†M の固有ベクトルであり、固有値は ∆̃ の対角成分であることがわかる。ともに半正定値エルミート行
列 MM†,M †M の固有方程式なので、固有値を与える対角行列 ∆̃ は非負の実数を対角成分に持つ。また
Ũ†Ũ = 1r̃ なので、Ũ の列ベクトルは正規直交基底を組む。一方

D̃†C̃C̃†D̃
(2.1.2)
= Ũ †MM †Ũ

(2.1.3)
= Ũ†Ũ∆̃ = ∆̃

より、D̃†C̃ の行ベクトルのノルムは ∆̃の対角成分の平方根で与えられる。Σ̃ :=
√

∆̃により Ṽ := C̃†D̃Σ̃−1

とおくと Ṽ †Ṽ = 1r̃ となるので、Ṽ は r̃ 個の n次元正規直交列ベクトルを持つ。以上をまとめると、(2.1.2)

と (2.1.3)はそれぞれ {
MṼ Σ̃ = Ũ Σ̃2,

Σ̃Ṽ † = Ũ†M,

{
MM†Ũ = Ũ Σ̃2,

M†MṼ Σ̃−1 = Ṽ Σ̃

である。
最適化問題 Problem 1に戻る。停留点における目的関数の値は

‖M − M̃‖2F = Tr
[
M†M −M†Ũ Σ̃Ṽ − (Ũ Σ̃Ṽ )†M + Σ̃Ṽ †Ṽ Σ̃

]
= Tr

[
M†M − Σ̃2

]
である。Σ̃2 = ∆̃はM†M の固有値のうち r̃ 個を選んで並べた対角行列なので、目的関数を最小にするには
Σ̃として可能な限り大きな値の対角行列を選べばよい。よって最適な Σ̃は固有値の並べ方の順番を除いて一
意に定まる。
特に rank Σ̃ = r̃ = rankM の場合、U†U = V †V = 1rankM を満たす M = UΣV † がこの条件を満たす

(rank Σ̃ < rankM ではM と Ũ Σ̃Ṽ † の間でランクが異なるため、この形は解にならない)。ここまでの事実
は以下のようにまとめられる。

Thm. 4: 特異値分解

任意のm×n行列M のランクを rとする。m× r行列 U , n× r行列 V と r× r対角行列 Σを用いて

M = UΣV †

と分解できる。ここで U†U = V †V = 1r を満たす。aまた Σの対角成分 (特異値)は正であり、並び替
えを除いて一意に定まる。

a 本稿ではこの条件をユニタリ性、U, V をユニタリと呼ぶ。U, V は一般に正方行列ではないので、UU† = 1m, V V † = 1n

とは限らない。

Thm. 5: Eckart-Youngの定理

m× n行列M の特異値分解を

M =

rankM∑
k=1

σkukv
†
k

として、σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σrankM > 0とする。

Mr̃ :=

r̃∑
k=1

σkukv
†
k
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(a) 元画像 (b) k = 5 (c) k = 20 (d) k = 50 (e) k = 100

図 2.1: 元画像 (左端)と、特異値によるランク k の低ランク近似で得られる画像 (右 4枚)。

はランク r̃ の行列でM を最もよく近似する。すなわち任意のランク r̃ 以下の行列M ′ に対して

‖M −M ′‖2F ≥ ‖M −Mr̃‖2F =

rankM∑
k=r̃+1

σ2
k.

特異値分解は図式で表すことができる。まず行列 (Mij)i,j には i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}を走る 2本
の脚がある。これを

M = M

と表す。特に明示しない限り右側が j の脚、左側が iの脚と約束する。また行列を四角で囲まずに

Σ

のようにすることもある。この記法を用いると特異値分解は

M = U
Σ

V †

と対応する。つながっている脚は、添え字がとり得る値全てにわたって同じ添え字どうしの積を足しあげるこ
とを意味する。例えば (

M B
)
i,j

=
∑
k

MikBkj

である。次節以降では行列に限らず高階テンソルにもこの記法を用いるが、脚が増えるだけで縮約のルールは
変わらない。本稿を通してこの記法がたびたび登場する。
次節に移る前に、特異値分解の直感的解釈を与える。特異値分解の式から直ちにMvk = σkuk が得られる
が、これは線形変換M : Cn → Cm が vk を長さ σk 倍して方向 uk に移すことを表している。appendix A.1

も参照。また Thm. 5により特異値 σk が大きいほどM の情報を多く持っていると解釈できる。
この解釈を視覚的に理解できる画像圧縮の例を紹介する。*3グレースケールの画像は各ピクセルの明るさを

0から 255までの整数で表した行列で表現される。Fig. 2.1は 3024× 4032画素の画像を特異値分解し、特異
値の大きい順に残して近似したものである。合計 3024個の特異値のうちごくわずかで画像を復元できること
がわかる。実際 Fig. 2.2に示すように、この画像では少数の特異値が大きな寄与を有し、大部分の特異値は非
常に小さい。

*3 https://github.com/lowtonevoice/masterthesis/tree/main/demonstration/SVD にここで用いた画像圧縮の Python

コードと画像を公開している。

29

https://github.com/lowtonevoice/masterthesis/tree/main/demonstration/SVD


図 2.2: Fig. 2.1の元画像の特異値分布。

2.1.2 2粒子系の Schmidt分解
我々がはじめ取り組んでいた問題は Lサイトの純粋状態の近似であった。今、簡単のために L = 2として、
それぞれのサイトを A,B とする。合成系の Hilbert空間は各サイトの Hilbert空間の直積 HA ⊗HB で与え
ている。各サイトの Hilbert空間の正規直交基底により 2サイトの規格化された純粋状態は

|Φ〉AB =

dimHA∑
i=1

dimHB∑
j=1

Mij |i〉A ⊗ |j〉B

Mij ∈ C,
∑
i,j

|Mij |2 = 1


と書ける。行列 (Mij)i,j を特異値分解して

|Φ〉AB =
∑
i,j

rankM∑
k=1

uikσk(v
†)kj |i〉A ⊗ |j〉B

=

rankM∑
k=1

σk

(∑
i

|i〉A uik

)∑
j

(v†)kj |j〉B


とできる。 (∑

i1

u∗ki1 〈i1|A

)(∑
i2

ui2l |i2〉A

)
=
∑
i

u∗kiuil = δkl

より∑ |i〉A uik は正規直交基底を組む。
∑

(v†)kj |j〉B も同様。規格化条件から
∑

k σ
2
k = 1 である。以上は

次の定理にまとめられる。
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Thm. 6: Schmidt分解

有限次元 Hilbert 空間上の 2 サイト純粋状態は各サイトの Hilbert 空間の正規直交基底 {|ϕk〉A},
{|ψk〉B}により

|Φ〉AB =

d∑
k=1

σk |ϕk〉A ⊗ |ψk〉B (2.1.4)

と分解できる。ここに、
d∑

k=1

σ2
k = 1

を満たす。dを |Φ〉AB の Schmidtランクという。

??の系として以下が示される。

Cor. 1: Schmidt分解は純粋状態の最適近似

2 サイト純粋状態 |Φ〉AB の Schmidt 分解を (2.1.4) で与える。ただし σ1 ≥ σ2 ≥ · · · > 0 とする。
Schmidtランク d̃以下の状態で |Φ〉AB を最もよく近似する状態は

∣∣Φd̃

〉
AB

:=

d̃∑
k=1

σk |ϕk〉A ⊗ |ψk〉B

である。より厳密には、Schmidtランク d̃以下の任意の状態 |Ψ〉AB は

||Φ〉AB − |Ψ〉AB |
2 ≥

∣∣|Φ〉AB −
∣∣Φd̃

〉
AB

∣∣2 =
∑

k>d̃+1

σ2
k

となる。

最後の誤差評価は ∣∣|Φ〉AB −
∣∣Φd̃

〉
AB

∣∣2 =

∣∣∣∣∣∣
∑
k>d̃

σk |ϕk〉A ⊗ |ψk〉B

∣∣∣∣∣∣
2

=
∑
k>d̃

σ2
k

から得られる。
Schmidt 分解によりエンタングルメントエントロピーが簡単に評価できる。まず B 系をトレースアウト
して

ρA := TrB [|Φ〉AB 〈Φ|AB ] =
∑
k∈N

σ2
k |ϕk〉A 〈ϕk|A

の可分状態であり、Aのエンタングルメントエントロピーは

SA(ρ) := −Tr[ρA ln ρA] = −
∑
k∈N

σ2
k lnσ

2
k

となる。右辺は A,B に依存しない値なので、SA = SB が成り立つことがわかる。
∑

k σ
2
k = 1 であるか

ら右辺は Def. 38 で定義した {σ2
k} を確率分布とする Shannon エントロピー H({σ2

k}) である。可分状態
ρ =

∑
pi |i〉〈i|では Shannonエントロピー H({pi})と von Neumannエントロピー S(ρ)が一致することを

31



反映している。CITE SOMEWHERE!!! Schmidt ランクを固定すると Prop. 15 により Schmidt ランクで
SA の上限が決まる。

SA

(
d∑

k=1

σ2
k |ϕk〉〈ϕk|

)
= H({σ2

k}dk=1) ≤ log2 d

2.1.3 3粒子以上での Schmidt分解の不可能性
L = 2では Schmidt分解によって状態を近似した。同様の近似方法が L > 2でも期待される。しかし結論
を先に述べると、3サイト以上の量子系では常に Schmidt分解の対応物が存在するとは限らない。以下、この
事実を確認する。

Schmidt分解の部分トレース
L = 3の各サイトを A,B,C とする。3サイト状態 |ψ〉が

|ψ〉 =
∑
k∈N

σk |ak〉A |bk〉B |ck〉C

のような Schmidt分解が可能であるとする。右辺のケットベクトルは全て正規直交基底を組むことに注意す
ると、例えば部分系 Aに関する部分トレースをとることで

ρBC = TrA[|ψ〉 〈ψ|] =
∑
k∈N

σ2
k |bk〉B |ck〉C 〈bk|B 〈ck|C

の separable 状態となる。一般にサイト数に関わらず、Schmidt 分解の部分トレースは separable 状態であ
る。逆に、部分トレースが separableでない、すなわち部分系の状態が古典混合で表せない場合は Schmidt分
解で表すことができない。
以下、具体的にこのような状態の存在を確認する。議論を簡単にするために、qubit系を考察する。L = 3

の純粋状態は
|000〉 , |001〉 , |010〉 , |011〉 , |100〉 , |101〉 , |110〉 , |111〉

の 8つの基底で張られる。計算の利便性を考慮し、類似した基底を等重率で重ね合わせたエンタングルメント
のある状態を構成すると、最も簡単なものは

|GHZ〉 = (|000〉+ |111〉)/
√
2

とできるだろう (GHZ状態)。しかし部分トレースをとると

TrA[|GHZ〉 〈GHZ|] =
1

2
(|00〉〈00|+ |11〉〈11|)

となり、separable状態である。次に簡単なエンタングル状態として、

|W 〉 = (|001〉+ |010〉+ |100〉)/
√
3

のW状態を考える。この状態の部分トレースは

WBC =
1

3
[|00〉〈00|+ (|01〉+ |10〉)(〈01|+ 〈10|)] = 2

3

∣∣ϕ+〉 〈ϕ+∣∣+ 1

3
|00〉〈00| (2.1.5)

と表せ、|ϕ+〉 = (|01〉 + |10〉)/
√
2の最大エンタングル状態を含んでいる。このことからW 状態は Schmidt

分解できないことがわかる。
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混合状態のエンタングルメント解析
より定量的に議論するために、混合状態のエンタングルメント解析を行う。混合状態のエンタングルメント
の定量化には何種類かの方法があるが、ここでは着目している状態が最大エンタングル状態 (Bell状態)とど
れだけ類似しているかを測る指標となる忠実度を用いる (忠実度については appendix E.3を参照)。この手法
の利点として、Hilbert空間の次元に依存しない評価ができることが挙げられる。
まずは separable 状態 ρBC と Bell 状態の忠実度を評価する。ρBC が純粋状態のとき、ρBC =

|ψ〉B |ϕ〉C 〈ψ|B 〈ϕ|C と書ける。

| 〈Φ|ψBϕC〉 | =
1√
2

∣∣∣∣∣∣
∑
i=0,1

〈i|ψ〉 〈i|ϕ〉

∣∣∣∣∣∣ = 1√
2

∣∣∣∣∣∣
∑
i=0,1

(〈i|ψ〉∗ |i〉)† |ϕ〉

∣∣∣∣∣∣
である。

|ψ∗〉 :=
∑
i=0,1

|i〉 〈i|ψ〉∗ =
∑
i=0,1

〈ψ|i〉 |i〉

で定義すると、
| 〈Φ|ψAϕB〉 | =

1√
2
| 〈ψ∗|ϕ〉 | ≤ 1√

2

となる。ゆえに F(ρBC , |ϕ+〉 〈ϕ+|) ≤ 1/
√
2. separable 状態 ρBC が混合状態のとき状態は ρBC =∑

k pk |ψk〉B |ϕk〉C 〈ψk|B 〈ϕk|C の形で書けるが、忠実度の凸性??から

F(ρBC ,
∣∣ϕ+〉 〈ϕ+∣∣) ≤∑

k

pkF(|ψk〉B |ϕk〉C 〈ψk|B 〈ϕk|C ,
∣∣ϕ+〉 〈ϕ+∣∣)

≤ 1√
2

∑
k

pk =
1√
2

を満たす。
一方でW状態の部分トレース (2.1.5)と Bell状態の間の忠実度を評価すると、

F(WBC ,
∣∣ϕ+〉 〈ϕ+∣∣) =√2

3
>

1√
2

となる。
したがってW状態は Schmidt分解できないことが定量的にも示された。

2.2 行列積状態
前節で見たように、L > 2では全系を一度に近似する Schmidt分解の対応物は存在しない。しかし全系の

Hilbert空間を大きく 2分割して 2サイト系と思えば部分的に特異値分解が可能である。開放端条件を具体例
にとると、端から順に特異値分解を繰り返すことで、行列積状態 (matrix product state; MPS)と呼ばれる状
態の表現を得られる。バルクの物理は境界条件に依存しないという信念に基けば、MPSは周期境界条件でも
有効だと期待される。本節ではまず開放端条件でのMPSを導入し、これを利用して周期境界条件でのMPS

を定義する。
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2.2.1 開放端条件での標準形MPS

(2.1.1) に現れるMi1,...,iL の脚を iL とそれ以外に分けて (d1 · · · dL−1) × dL 行列とみなす。物理的には 1

番目から (L− 1)番目のサイトをまとめて一つのサイトとみなすことに対応する。特異値分解により

Mi1,...,iL =
Mi1,...,iL

· · ·
= ΣL−1

V †
L

UL−1

· · ·

とできる。Schmidtランク rL−1 = rankΣL−1 はmin(d1 + · · ·+ dL−1, dL) ≤ (d1 + · · ·+ dL)/2である。M
から上に伸びる細線で表した Hilbert空間の脚を一般に physicalな脚, 特異値分解で新たに生じた横向きの太
線で表す脚を virtualな脚と呼ぶ。Thm. 5のユニタリ性は

1rL−1
= V †

LVL = V †
L

VL

= U †
L−1UL−1 = UL−1U†

L−1

· · · · · ·

と記述される。†は virtualと physicalを合わせた脚全体に関する転置と複素共役を表す。(2.1.1)の |ψ〉の規
格化条件は

1 =

Mi1,...,iL

Mi1,...,iL

· · · =

ΣL−1

ΣL−1

V †
L

V †
L

UL−1

UL−1

· · · =

ΣL−1

ΣL−1

= Tr
[
Σ2

L−1

]

と表される。ただし上段にある行列要素は全て複素共役を取るものとする。
1番目から L− 2番目の physicalな脚を 1本とみなし、L− 1番目の physicalな脚と V †

L へ伸びる virtual

な脚と合わせて 1本とすると再度特異値分解を適用できて、

ΣL−1
V †
L

UL−1

· · ·
= ΣL−2

V †
LV †

L−1
UL−2

· · ·

1rL−2
= V †

L−1
VL−1

= UL−2U †
L−2

· · · · · ·

が成り立つ。特に U †
L−1UL−1 = 1の条件式と合わせて

Σ2
L−2

V †
L−1

VL−1 = Σ2
L−1

も成立する。Schmidtランクは rL−2 = min(d1 + · · ·+ dL−2, dL−1 + rL−1) ≤ (d1 + · · ·+ dL)/2である。規
格化条件から Tr

[
Σ2

L−2

]
= 1である。

これを繰り返すことで、

Mi1,...,iL

· · ·
= Σ1

AL· · ·A3A2U1

,
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の形を得る。ここで Ak = V †
k とした。U1 の virtualな脚は右向きしかないが、左向きにランク 1の脚がある

virtual 1×(virtual r1+ physical d1)行列とみなせば

Mi1,...,iL

· · ·
= Σ0

AL· · ·A3A2A1

と書ける。by constructionでこの表示は特異値分解の自由度を除いて一意に定まる。規格化条件により任意
の 1 ≤ k ≤ Lにて

Ak A†
k

= 1rk−1
,

Σ2
k−1

AkA†
k = Σ2

k
,

Tr
[
Σ2

k

]
= 1, rk ≤ d1 + · · ·+ dL

2

が成り立つ。ただし Σ0 = 1はスカラーである。
ここまでの事実は以下の定理にまとめられる。

Prop. 1: 開放端条件の純粋状態の右標準形のMPS

有限次元 Hilbert 空間のテンソル積で表される L サイト系の純粋状態は右標準形 (right canonical

form)の行列積状態 (matrix product state; MPS)∑
i1,...,iL

Ai1
1 A

i2
2 · · ·AiL

L |i1, . . . , iL〉

=
AL· · ·A3A2A1

の表示を有し、特異値分解の自由度を除いて一意に定まる。ここに、∑
im

Aim
m (Aim

m )† = Ak A†
k

= 1rk−1
(2.2.1)

∑
ik

(Aik
k )†Σ2

k−1A
ik
k =

Σ2
k−1

AkA†
k = Σ2

k
(2.2.2)

を満たし、Σk は正の実数が並び TrΣ2
k = 1となるランク rk ≤ (d1 + · · ·+ dL)/2の対角行列である。

Schmidt分解の順番を左からにすることで、(2.2.1), (2.2.2)のAとA†の位置が入れ替わった左標準形 (left

canonical form)のMPS表示も得られる。Schmidtランクの上限 max(r1, . . . , rL−1)をボンド次元と呼ぶ。
Sec. 2.1.2最後に見たように、2粒子系では特異値からエンタングルメントエントロピーを簡単に計算でき
た。MPSは全体系を大きく 2つに分割して特異値分解を繰り返して構成しているので、やはりエンタングル
メントエントロピーを簡単に計算できると期待できる。左側 k サイトと右側 L − k サイトに分割したときの
エンタングルメントエントロピーを考える。左規格化条件 (2.2.2)から、左側の自由度をトレースアウトした
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状態が

ρR =

A•

A†
•

A•

A†
•

A•

A†
•

A•

A†
•

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

=

A•

A†
•

A•

A†
•

Σ2
k

· · ·

· · ·

となる。ρR の積はこれを上下に積層することで表されるので、右規格化条件 (2.2.1)によってMPSテンソル
が消えていき、最終的に

S = −Tr[ρR ln ρR] = −Tr
[
Σ2

k lnΣ
2
k

]
となる。Sec. 2.1.2 同様右辺は Σ2

k の対角成分を確率分布とする Shannon エントロピーなので、ボンド次元
Dk によってエントロピーの上限が決まる。

S = H({(σk)2α}
Dk
α=1) ≤ log2Dk.

2.2.2 開放端条件でのMPSの自由度
特異値分解は一意ではないので、MPS表示も一意ではない。標準形MPSは必要最小限のランクに合わせ
た、ある種の最適化のもとでの表示だが、ボンド次元に冗長性を持たせたMPS表示も可能である。また特異
値分解におけるユニタリの取り方も自由度がある。この事実は一見理論の記述を冗長にしているだけのように
見えるが、後の章でみるようにMPSの表示の変形に対応する現象が物理的に重要な意味を持つ場合がある。
上記の自由度はともに virtualな脚に恒等演算子を挿し込む形で実現できる。例えば二つのテンソルの間に

A1 A2

=
A1 A2Z Y

となるような ZY = 1を挿入することができる。この操作は全てのボンドに対して可能である。全てのボンド
にZY を挿入すると、MPSテンソルは · · ·Ak−1AkAk+1 · · · の形から · · ·Yk−2Ak−1Zk−1Yk−1AkZkYkAk+1Zk+1 · · ·
の形に変形され、Yk−1AkZk =: Bk が新たなMPSテンソルになる。逆操作を行えば、任意のMPS表示を標
準形MPSに変形できる。Sec. 2.2.1で与えたように、端から順に特異値分解を繰り返せばよい。
ここまでの議論を命題の形で明示すると以下のようになる。

Thm. 7: OBC-MPSの行列の選び方に関する自由度

Lサイト系の開放端条件における任意のMPS

|ψ〉 =
∑

i1,...,iL

Bi1
1 B

i2
2 · · ·BiL

L |i1, . . . , iL〉
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に対して、YiZi = 1なる行列 Yi, Zi が存在し、

Ai
1 = Bi

1Z1, Ai
L = YL−1B

i
L, Ai

k = Yk−1B
i
kZk (2 ≤ k ≤ L− 1) (2.2.3)

とすることで標準形MPS

|ψ〉 =
∑

i1,...,iL

Ai1
1 A

i2
2 · · ·AiL

L |i1, . . . , iL〉 (2.2.4)

を得られる。すなわち、任意の OBC-MPSは標準形MPSに YiZi = 1なる行列 Yi, Zi を挿入するこ
とで実現できる。

前述の通り Sec. 2.2.1の構成を繰り返すだけなので、証明は容易である。

Prf.

■標準形MPSの構成 (左規格化条件以外) (2.2.3)を念頭に、∑iA
i
k(A

i
k)

† = 1を満たすようなMPS

テンソル Ai
k を構成する。MPSの一番右のテンソルを特異値分解して

BL

=
ALUL−1

∆L−1

とする。ここで UL−1, Aは Thm. 4のユニタリ性条件を満たすようにとり、∆L−1 は正の実数が並ぶ
対角行列である。すなわち∑iA

i
L(A

i
L)

† = 1とでき、ZL−1 = UL−1∆L−1 は left inverse ∆−1
L−1U

†
L−1

を有する。続いて特異値分解

BL−1 ZL−1
=

AL−1UL−2

∆L−2

を行い、同様に ZL−2 = UL−2∆L−2 とすると、
∑

iA
i
L−1(A

i
L−1)

† = 1とでき、ZL−2 は left inverse

を有する。これを続けて、最終的に Ai
1 = Bi

1Z1 まで到達すると (2.2.4)を得て、∑iA
i
j(A

i
j)

† = 1を
1 < j ≤ Lにて満たす。規格化条件

1 = 〈ψ|ψ〉 =
∑

i1,...,iL

Ai1
1 · · ·AiL

L (AiL
1 )† · · · (Ai1

L )† =
∑
i1

Ai1
1 (Ai1

1 )†

も合わせて考慮すると、j = 1を含め全ての j でMPSテンソルの右規格化条件を得る。

■左規格化条件 続いて∑i(A
i
1)

†Ai
1 は半正定値エルミート行列なのでユニタリ V1 と対角行列 Λ1 を

用いて ∑
i

(Ai
1)

†Ai
1 = V1Λ1V

†
1

と対角化できる。A′i
1 = Ai

1V1 とすると
∑

i(A
′i
1 )

†A
′i
1 = V †

1 V1Λ1V
†
1 V1 = Λ1 となって左規格化条件を

得る。続いて∑i(V
†
1 A

i
2)

†Λ1(V
†
1 A

i
2)も半正定値エルミート行列なのでユニタリ V2 と対角行列 Λ2 を

用いて ∑
i

(V †
1 A

i
2)

†Λ1(V
†
1 A

i
2) = V2Λ2V

†
2
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と対角化すると、A′i
2 = V †

1 A
i
2V2 は左規格化条件

∑
i(A

′i
2 )

†A
′i
2 = Λ2 を満たす。以下、同様に続けてい

くと、
A

′i
k = V †

k−1A
i
kVk = V †

k−1Z
−1
k−1B

i
kZkVk

が 2 ≤ k ≤ L− 1にて左規格化条件を満たす。右規格化条件も同時に満たすことに注意。この書き換
えでMPSの右端には V †

L−1Z
−1
L−1B

i
L = VL−1A

i
L が残っているが、左規格化条件は

∑
i

(VL−1A
i
L)

†(VL−1A
i
L) = A†

L V †
L−1

VL−1 AL
∈ C

により自動的に満たす。

2.2.3 ボンド次元の削減による近似
Prop. 1は Hilbert空間の次元の増大に伴いボンド次元が上限なく増大しうることを示唆している。特に熱
力学極限をとると一般にボンド次元は無限大へ発散してしまう。特に数値計算など具体的な計算を念頭に置く
と、ボンド次元を有限に抑えた近似が必要になる。Thm. 5を踏まえると、特異値分解を繰り返して得られた
MPSはボンド次元を制限してもある程度適切な近似を与えていると期待されるが、本節ではその妥当性を具
体的に評価する。
基準となる PBC-MPSAi1

1 · · ·AiL
L のボンド次元を D に制限した状態を

|ψD〉 :=
D∑

a1,...,aL−1=1

(Ai1
1 )a1

(Ai2
2 )a1,a2

· · · (AiL
L )aL−1

|i1, . . . , iL〉

とする。ボンド次元 D の空間への射影
PD :=

(
1D

0

)
を用いて

|ψD〉 := Ai1
1 PDA

i2
2 PD · · ·AiL

L |i1, . . . , iL〉

とも書けるので、図式では

A1

PD
A2

PD
A3

PD · · ·

のように表すことにする。Thm. 5 (Eckart-Youngの定理)で見たように、行列間の誤差は削減された特異値
の二乗和で評価できるので、ここでも

ϵD(k) :=

rk∑
i=D+1

σi(k)
2

として導入する。ここで rk は k 番目のボンド次元、σi(k)はその i番目に大きな特異値であり、Prop. 1で導
入した Σk = diag(σ1(k), . . . , σrk(k))に対応する。
具体的に誤差を評価する。

‖ |ψ〉 − |ψD〉 ‖2 = 1 + 〈ψD|ψD〉 − 2Re 〈ψ|ψD〉 ≤ 2|1− 〈ψ|ψD〉 |
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第 2項は

〈ψ|ψD〉 = T1
PD

T2
PD

T3
PD

· · · TL

と表される。ここに、

Tk :=

Ak

A†
k

は転送行列と呼ばれ、T1 は左へ、TL は右へ伸びる virtualな脚がない形で定義される。間に挟まっているの
が PD ではなく恒等演算子のときは、左端から順に左規格化条件 (2.2.2)を適用することで計算できて、値は
1になる。*4左から右へと計算を進めていくことを踏まえると、

Y1 = Σ2
0 PD

, Yk = Yk−1 Tk
PD

を定義すれば、〈ψ|ψD〉 = YL となる (YL は右端に virtualな脚が伸びないスカラーであることに注意)。また
右規格化条件 (2.2.1)があるので、Tk の縮約は CPTP写像になっている。この性質を利用して、トレースノ
ルム

‖A‖tr := Tr
√
A†A

で誤差を評価すると見通しが良い。

|1− 〈ψ|ψD〉 | =

∣∣∣∣∣∣∣ T1 T2 T3 · · · TL

− T1
PD

T2
PD

T3
PD

· · · TL

∣∣∣∣∣∣∣
= ‖(1st term)− (2nd term)‖tr

第 1項を∏L
k=1 Tk と表せば、TP正写像 TL によるトレースノルムの縮小性 Thm. 15を用いることで

(LHS) ≤ ‖TL−1 ◦ TL−2 ◦ · · · ◦ T1 − PDYL−1‖tr

=

∥∥∥∥∥
L−1∏
k=1

Tk − PD

L−1∏
k=1

Tk + PD

L−1∏
k=1

Tk − PDYL−1

∥∥∥∥∥
tr

≤

∥∥∥∥∥
L−1∏
k=1

Tk − PD

L−1∏
k=1

Tk

∥∥∥∥∥
tr

+

∥∥∥∥∥PD

L−1∏
k=1

Tk − PDYL−1

∥∥∥∥∥
tr

≤

∥∥∥∥∥
L−1∏
k=1

Tk − PD

L−1∏
k=1

Tk

∥∥∥∥∥
tr

+ ‖PD‖

∥∥∥∥∥
L−1∏
k=1

Tk − YL−1

∥∥∥∥∥
tr

*4 ϵk の定義式に σ2 が入っているので、右規格化条件 (2.2.1)よりも左規格化条件を使うのが好ましい。
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である。ただし、最後の不等号では (A.2.9)を用いた。第 2項についてこの計算を再起的に行うことで、

|1− 〈ψ|ψD〉 | ≤
L−1∑
k=1

‖PD‖L−1−k

∥∥∥∥∥∥
k∏

j=1

Tj − PD

k∏
j=1

Tj

∥∥∥∥∥∥
tr

を得る。トレースノルムは特異値の総和なので (cf. appendix A.2.2)、ノルム部分はボンドに現れる特異値の
うち D + 1番目以降の和で評価できる。従って ‖PD‖ ≤ 1を用いれば、

|1− 〈ψ|ψD〉 | ≤
L−1∑
k=1

∑
i>D

σi(k)
2 =

L−1∑
k=1

ϵD(k)

と評価できる。

2.2.4 周期境界条件下で並進対称性のある行列積状態
凝縮系物理学においては熱力学極限でバルクが並進対称性を有することを期待している。特にMPSで並進
対称性を課すと、MPSテンソルが位置に依存しないことが期待される。サイトが少数でも並進対称性を課す
には周期境界条件 (PBC: periodic boundary condition) が便利である。本節では周期境界条件下で並進不変
なMPSについて議論する。
状態の並進を T |i1, i2, . . . , iL〉 = |iL, i1, i2, i3, . . . , iL−1〉と定義する。並進不変な状態 |ψ〉 = T |ψ〉につい
て、Sec. 2.2.1の構成を繰り返せば OBC-MPSの標準形

|ψ〉 =
∑

i1,...,iL

Ai1Ai2 · · ·AiL |i1, . . . , iL〉

を得られる。両端のテンソルの位置を明示するために、これを Ai1
1 A

i2
2 · · ·AiL

L のように記述すると、並進不変
性により ∑

i1,...,iL

Ai1
1 A

i2
2 · · ·AiL

L |i1, . . . , iL〉 =
∑

i1,...,iL

Ai1
1 A

i2
2 · · ·AiL

L |iL, . . . , iL−1〉

=
∑

i1,...,iL

Tr
[
AiL

L A
i1
1 A

i2
2 · · ·AiL−1

L−1

]
|iL, . . . , iL−1〉

である。状態の並進不変性から各サイトの Hilbert空間は同型なので、ik の走る値は同じ。よって一般に係数
は任意の k ∈ Zについて k + L ∼ k の同一視のもとで Tr

[
Ai1

k+1 · · ·A
iL
k+L

]と書き換えても等価である。ここ
で i = (i1, i2, . . . , iL)として

Bi :=
1

L1/L


0 Ai1

1

0 Ai2
2

. . .
. . .

0 A
iL−1

L−1

AiL
L 0


を定義すると、行列積により

(Bi)L =
1

L


Ai1

1 A
i2
2 · · ·AiL

L

Ai2
2 A

i3
3 · · ·Ai1

1

. . .

AiL
L A

i1
1 · · ·AiL−1

L−1


40



なのでトレースを取れば Tr
[
(Bi)L

]
= Tr

[
Ai1

1 A
i2
2 · · ·AiL

L

]となる。これによって
|ψ〉 =

∑
i

Tr
[(
Bi
)L] |i〉

すなわち全てのMPSテンソルが等しいMPS (translation invariant MPS: TI-MPS)

B B B B· · ·
(2.2.5)

によって状態を記述できる。両端で virtualな脚を曲げることで周期境界条件を表している。
OBC-MPSに標準形があったように、TI-MPSにも標準形を導入したい。上述の定義で

(Bi)†Bi = L−2/L


AiL†

L AiL
L

Ai1†
1 Ai1

1

. . .

A
iL−1†
L−1 A

iL−1

L−1

 = L−2/LI

Bi


ΣL−1

Σ0

. . .

ΣL−2

(Bi)†

= L−2/L


A†

LΣL−1AL

A†
1Σ0A1

. . .

A†
L−2ΣL−2AL−2


となるので、適切な規格化により左右の規格化条件が得られる。しかし、Bi は行列サイズが∏L

k=1 rankA
ik

という巨大なものであり、系を効率的に記述できているとはいえないだろう。OBC-MPS の行列サイズが
rankAik であったことを考えると、TI-MPSも同程度の行列サイズで記述できると期待される。すなわち、標
準形MPSとしては適切にブロック対角化した形として定義するのが良いだろう。*5 転送行列を考察する際に
便利なように、ブロック対角化はそのブロックから構成される転送行列が正写像として既約 (cf. ????)とな
るまで行うのが一般的である。
ブロック対角化は一般に c ∈ C, Q ∈ GL(D,C)により cQ−1BiQで実現されるので、(2.2.5)は定数倍しか
されず、状態は変わらない。ここまでを踏まえ、TI-MPSの標準形を定義する。

Def. 3: TI-MPSの標準形

TI-MPS {Ai}i は標準形として
Ai =

⊕
α

ραA
i
(α)

と表せる。ただし、ρα > 0, Ai
(α) は転送行列 TA(α)

: ρ 7→
∑

iA
i
(α)ρA

i†
(α) が正写像として既約となる

*5 右規格化条件で現れる Σk が単位行列でない場合、A†
kAk 6= AkA

†
k なので一般に対角化不可能である。Bi は対角化不可能な行

列を用いて構成されていることからも推察できる通り、一般に対角化不可能。
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MPSテンソルであり、右規格化条件
∑
i

Ai
(α)(A

i
(α))

† = A(α) A†
(α)

= 1Dα (2.2.6)

および対角行列 Σ(α) (TrΣ
2
(α) = 1)による左規格化条件

∑
i

(Ai
(α))

†Σ2
(α)A

i
(α) = Σ2

(α)

A(α)A†
(α) = Σ2

(α)

を満たす。

2.3 転送行列の特性
gapped系で縮退のない基底状態を記述するという目的でMPSを用いる場合、chapter 1で掲げた性質を満
たすようなMPSテンソルに議論を限定したい。例えば相関関数は

〈OxOy〉 =
∑

i1,...,iL

∑
j1,...,jL

〈i1, . . . , iL|A∗
i1,...,iL(Ox)ix,jx(Oy)iy,jyAj1,...,jL |j1, . . . , jL〉

= · · ·

A

A†

A

A†

A

A†

A

A†

A

A†

A

A†

· · ·

· · ·

Ox Oy · · ·
(2.3.1)

のように書けるが、??で示したように指数関数的に減衰しなければならない。転送行列に隔てられた相関関数
の減衰は、古典 1次元 Ising模型の厳密解を求める際に用いられた転送行列法の議論と酷似している。1次元
Ising模型の転送行列の議論では、非自明な演算子が作用することで計算に現れる 2番目に大きな固有値が相
関関数の減衰を支配していた。
また TI-MPSの標準形を導出するにあたり、サイズ O(L)の行列を構成して既約分解するという人工的な
手続きを行なった。規格化条件に現れた Σ(α) は TI-MPSの性質を反映していると期待されるが、直接的な関
係は不明である。両側規格化条件は転送行列の固有方程式と見ることができるので、転送行列の性質を調べる
ことでMPSの標準形の理解が深まると期待される。
本節では上記の 2点を念頭に、転送行列の性質を調べる。明記しない限り本節の内容は境界条件に依存しな
い。十分バルクのMPSを取り出すことでテンソルはサイトに依存しないと仮定する。

2.3.1 転送行列を念頭においた性質の定義
今後の議論を円滑にするため、あらかじめ以下を示す。

Lem. 13: MPSの転送行列は CP写像

MPSテンソル A ∈ CD ⊗ (CD)∗ ⊗ Cd の転送行列 TA : ρ 7→ TA(ρ) =
∑

i(A
i)†ρAi は完全正値。
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Prf.

任意の半正定値演算子 ρ ≥ 0とベクトル |v〉に対し、

〈v|(TA ⊗ I)(ρ)|v〉 =
∑
i

〈v|((Ai)† ⊗ I)ρ(Ai ⊗ I)|v〉

=
∑
i

((Ai ⊗ I) |v〉)†ρ((Ai ⊗ I) |v〉) ≥ 0

であるから、TA は完全正値。

これに加え、OBC-MPSの右規格化条件 (2.2.1)および TI-MPSの右規格化条件 (2.2.6)と合わせると、標
準形では (各ブロックから構成される) 転送行列が CPTP (完全正値かつトレース保存) 写像であることが分
かる。
転送行列の絶対値最大の固有値に興味があるので、appendix A.3.3で導入した線型写像の特性を応用する。

Def. 4: injective, normal, periodic MPS

MPS テンソル Aが

injective:
∑

i Tr{Aiρ} |i〉 = 0ならば ρ = 0であること
normal: 転送行列 TA が primitiveであること
periodic: 転送行列 TA が irreducibleだが primitiveでないこと

injective, normal, periodicなMPSテンソルから生成されるMPSをそれぞれ injective MPS, normal

MPS, periodic MPSと呼ぶ。

写像が単射であることと (制限された空間からの)逆写像が存在することは同値なので、以下の定理が成り
立つ。

Thm. 8: injective MPSテンソルと逆が存在は等価

MPSテンソル Aが injectiveであることと、left inverse C が存在して下図の意味で∑iA
i ⊗Ci = Id

を満たすことは同値である。

A

C

=

Prf.

■injective =⇒ left inverse が存在 Ai は virtual な行列から physical なベクトルへの線型写像
MatD×D(C) → Cd として単射である。したがって逆写像 C : A(MatD×D(C)) → MatD×D(C)が存
在して、任意の ρ ∈ MatD×D(C)に対し C ◦A(ρ) = ρを満たす。これはまさしく主張における図式に
他ならない。
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■left inverseが存在 =⇒ injective

A ρ
= 0

=⇒ 0 = A ρ

C

= ρ

転送行列の間には (2.3.1)のように観測可能量を挟みたい。on-siteな観測可能量であれば (2.3.1)の形で書
けるが、一般に演算子は複数サイトに跨り得る。MPSと同様にして特異値分解により

O = O1 O2

と書ける。これを一般化して、行列積演算子を定義する。

Def. 5: MPO

テンソル X : CD ⊗ (CD)∗ ⊗ Cd ⊗ (Cd)∗ により

Vn(X) =
∑

i1,...,in;j1,...,jn

Tr
[
Xi1,j1 · · ·Xin,jn

]
|i1, . . . , in〉 〈j1, . . . , jn|

=
X X X· · ·

と書かれる演算子を matrix product operator (MPO)と呼ぶ。

MPOの下に伸びる脚を上の脚と合わせて physicalな脚とすればMPSと等価である。そのため以下全ての
MPSに関する命題はMPOでも成り立つ。

2.3.2 MPSの blockingとテンソル積
appendix A.3.3の議論から、既約正写像 T の絶対値最大の固有値は複素平面においてスペクトル半径を半
径とする円周上に等間隔に分布し、そのスペクトルは e2πik/m の形で書けた (cf. ??)ので、Tm はスペクトル
半径上にただ一つのスペクトル ρmT を有する。一般にこの最大固有値 ρmT は縮退するが、既約分解しなおせば
各ブロックで非縮退、すなわち primitive になる。この構成を念頭に置くと、転送行列を m回作用させれば
常に normal MPSに分解できる。
分解については次節に回し、本節では転送行列の再起的作用 Tm に対応するMPSテンソルを定義する。
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Def. 6: blocking

MPS tensor B が

B
=

A A A· · ·

と表せるとき、Aの blockingであるという。

上述のように転送行列が既約だからといって、その累乗が既約とは限らない。しかし転送行列 T が primitive

であれば、k 回 blocking してもスペクトル半径上に固有値は ρkT しかなく、固有ベクトルも T のスペクト
ル ρT の固有ベクトル X > 0のままである。Thm. 18と合わせて T k は primitive であり、転送行列を与え
る MPS Aは normal である。また定義から明らかに injective MPS テンソル Aの blocking も injective で
ある。

Cor. 2: blockingは injectivity, normalityを保存

• 任意の injective MPSテンソルの blockingは injective

• 任意の normal MPSテンソルの blockingは normal

blockingしたMPSの injectivityは

ΓL : X 7→
d∑

i1,...,iL=1

Tr
[
XAi1Ai2 · · ·AiL

]
|i1, . . . , iL〉

が単射であることと等価である。したがって単射な逆写像 ΓL(MatD×D(C)) → MatD×D(C) が
定義できるため blocking したテンソル Ai1 · · ·AiL の virtual な脚が MatD×D(C) を張る。逆に
Span{Ai1 · · ·AiL}di1,...,iL=1 = MatD×D(C) のとき、ΓL(X) = 0 ならば任意の i1, . . . , iL に対し
Tr
[
XAi1 · · ·AiL

]
= 0である。適切に係数 (ci1,...,iL)

d
i1,...,iL=1 を選べば

A A A· · ·

c

= X†

となるように取れるが、このとき Tr
[
XX†] = 0となり X = 0が従う。

Lem. 14: MPSが injective ⇐⇒ virtualな脚が完全系を張る

ΓL が単射 ⇐⇒ Span{Ai1 · · ·AiL}di1,...,iL=1 = MatD×D(C) = MatD×D(C)

この補題により injective MPSテンソルの virtualな脚がMatD×D(C)全体を張るので、転送行列は既約に
なるだろう。実際、任意の非自明な射影

P =

(
Ir

0

)
を与えたとき、Ai として非対角成分を持つ行列を取ればある X ∈ MatD×D(C) (例えば単位行列)に対して

A

i

PXP

/∈ PMatD×D(C)P
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を実現できる。よって転送行列 TA は既約であり、injective MPS Aは normalまたは periodicである。もし
Aが periodicであると仮定すると、periodicity m > 1によって Tm

A はスペクトル半径上に固有値 ρmT のみを
持つ。が、TA の peripheral spectrumの固有ベクトルが全て ρmT に対応するので縮退し、??の対偶から Tm

A

は既約でない。これは injective MPSテンソルの blockingが injectiveであること (i.e. 転送行列が既約であ
ること)と矛盾する。よって Aは normalである。
逆に、Cor. 2 直下では MPS テンソルを blocking することで injective MPS を構成した。何度も指摘し
ているように peripheral spectrum が非自明な場合、blocking しても injective にはならない。では normal

MPS テンソルを blocking すれば injective MPS テンソルが得られるのではないか。転送行列が primitive

なので、Thm. 19 によりある有限の L0 ∈ N が存在して TL0 > 0 となる。このような L0 回の blocking に
よりもし Span{Ai1 · · ·AiL | 1 ≤ i1, . . . , iL ≤ d} ⊊ MatD×D(C) であると仮定すると、ある非自明な射影
P 6= 0, 1 が存在して T (P ) = 0 となり、TL0 > 0 と矛盾する。よって Span{Ai1 · · ·AiL | 1 ≤ i1, . . . , iL ≤
d} = MatD×D(C). すなわち有限な L0 回の blockingにより injectiveテンソルが得られる。*6

Prop. 2: injective ⇐⇒ normalの blocking

任意の injective MPS テンソルは normal テンソルに比例する。逆に任意の normal テンソルに対し
てある L0 ∈ Nが存在して、任意の L ≥ L0 回の blockingにより injectiveテンソルが得られる。この
ような最小の L0 を injectivity lengthと呼ぶ。

また右規格化条件∑iA
iAi† = I があるので、単射な ΓL に対しさらにMPSテンソルを繋げても virtualな

行列空間を狭めることはない。すなわち L回の blockingで injectiveならそれ以上の blockingでも injective

である。
Prop. 2 により normal テンソルの熱力学極限は injective になる。MPS により表される純粋状態の内積

〈VL(A)|VL(B)〉は異なるテンソル A,B から

〈VL(A)|VL(B)〉 =
B

A†

B

A†

B

A†

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

と構成される。右規格化条件によって

‖
A

‖2 =

A

A†

= 1 =

B

B†

= ‖
B

‖2

と規格化されているので、Cauchy-Schwarzの不等式より

B

A†

≤ 1

*6 virtualな脚の自由度が D2 であるのに対し、physicalな脚の自由度は dL なので、素朴には dL ≳ D2 すなわち L ≳ 2 logd(D)

回の blockingで injectiveになると予想できる。ここでは具体的な回数には触れず L0 < ∞であることのみを示したが、Hilbert

空間の次元 dやボンド次元 D から求められる具体的な上限は [15]にて与えられている。
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である。virtualな脚を開いたときの作用は非自明だが、転送行列のスペクトル半径も 1以下に押さえられる
ことが下で示す命題からわかる。大雑把に B 6= Aのときスペクトル半径が 1未満であるとすれば、熱力学極
限で転送行列の blockingは 0に収束し、MPSの内積も 0となる。この直感の正当化が以下の定理である。

Prop. 3: injective MPSは熱力学極限で比例または直交 ([16] Lem A.2)

injectivity lengthが高々 L0 の normal MPS テンソル A,B から作られるMPSテンソルは以下のい
ずれかを満たす。

• 熱力学極限でMPSが直交する。すなわち、

|〈VL(A)|VL(B)〉|
‖VL(A)‖‖VL(B)‖

L→∞−−−−→ 0

この場合、A,B は本質的に異なる (essentially different)と呼ばれる。
• 以下の等価な条件を満たす。

– λ ∈ Cが存在して、任意の nで Vn(A) = λnVn(B)を満たす
– n ≥ 2L0 + 1が存在して、ある λ ∈ Cにて Vn(A) = λnVn(B)

– ある α ∈ Cと可逆行列 X が存在して、Bi = αXBiX−1 を満たし、この X は定数を除い
て unique

Prf.

適切な相似変換によって normal MPSテンソル A,B を規格化して左右の規格化条件 (??)を満たすよ
うにとる。
まず、

〈VL(A)|VL(A)〉 =
A

A†

A

A†

A

A†

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

であり、TA が primitiveな TP写像なのでこのスペクトルは L→ ∞極限で {0, 1}に収束する。特に
固有値 1は縮退せず、固有ベクトルは単位行列。同様にして

〈VL(A)|VL(B)〉 =
B

A†

B

A†

B

A†

· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

である。ここで、転送行列の固有方程式

B

A†

X = λX
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を考察する。TA の不動点 XA が正定値であることを用いると

|λTr
[
XΣ2

AX
†]|2 =

∣∣∣∣∣∣∣λ X

X†ΣA

ΣA

∣∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣∣
X

B

A†

X†ΣA

ΣA

∣∣∣∣∣∣∣
2

≤
A

A†

X†

X

ΣA

ΣA

B

B†

X†

X

ΣA

ΣA

=

∣∣∣∣∣∣∣ X†

X

Σ2
A

∣∣∣∣∣∣∣
2

= |Tr
[
XΣ2

AX
†]|2

(2.3.2)

である。不等号では Cauchy-Schwarz の不等式を用いたほか、最後の等号では左右の規格化条件を
使っている。Σ2

A はフルランクなので Tr
[
XΣ2

AX
†] > 0であり、したがって |λ| ≤ 1. |λ| < 0の場合

は熱力学極限で 〈VL(A)|VL(B) → 0となる。
|λ| = 1 の場合を考察する。(2.3.2) の Cauchy-Schwarz の不等号が等号になるので、あるスカラー
α ∈ Cが存在して

A† X
= α

X B†

A X†
= α∗

X† B

が成り立つ。テンソル B を接続して規格化条件を使うと

λX =

B

A† X

= α

B

B†X

= αX

なので λ−1α = 1. 特に |α| = 1である。

A

A†

X†

X

= α∗

B

A†

X†

X

= α∗λX†X = X†X

で、primitive な転送行列 TA の不動点が右規格化条件により単位行列で与えられていることから
X†X = ID. もしボンド次元が A,B で異なり Da < Db となると仮定すると、A は Db − Da 次
元の零空間を持つが、これは A が normal である仮定に反する。よって Da = Db であり、X はユ
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ニタリ。A,B は相似変換によって規格化していたので、A と B は相似変換で結びつく。転送行列
TAB : ρ 7→

∑
iB

iρAi† の非自明な固有ベクトルが全てユニタリで与えられ、さらに

これを踏まえ、上記のように熱力学極限で直行する normal MPSテンソルを「本質的に異なるMPSテン
ソル」と呼ぶ。適切に規格化すると、本質的に異なる normal MPSの熱力学極限 {limL→∞ |VL(A)〉}はMPS

空間の正規直交基底を与える。
blockingだけでなく、異なるMPSテンソルのテンソル積をとっても normalityと injectivityは保たれる。
テンソル積はMPSテンソルが平行に並んでいる状況に対応する。これは独立な多体系がテンソル積で表され
ることと整合している。

A
⊗

B
=

A

B

Prop. 4: テンソル積で normality, injectivityは保存

二つの normal MPSテンソルのテンソル積は normalである。また二つの injective MPSテンソルの
テンソル積は injectiveである。

Prf.

■normal のテンソル積は normal normal tensor A,B のテンソル積 A ⊗ B の転送行列は TA ⊗ TB

である。任意の演算子 T のスペクトルを Sp(T )と書くと、Sp(TA ⊗ TB) = Sp(TA) · Sp(TB)である。
よって TA ⊗ TB はスペクトル半径に等しい大きさの固有値がただ一つ存在する。各々の最大固有値の
固有ベクトルを XA, XB とすれば、対応する固有ベクトルは XA ⊗XB である。XA ⊗XB は正定値
かつ full rankなので、TA ⊗ TB は primitiveである。

■injective のテンソル積は injective A,B が injective ならば、left inverse A−1, B−1 が存在する。
A−1 ⊗B−1 は A⊗B の left inverseなので、A⊗B も injectiveである。

2.3.3 MPSの分解
転送行列は既約分解によって既約な正写像に直和分解できる。既約な転送行列を与える MPS テンソルは

normalまたは periodicなので、MPSそのものも normal MPSと periodic MPSの線型結合で表されるだろ
う。この期待を正当化するのが以下の命題である。

Prop. 5: MPSは normalと periodicの線型結合

任意のMPS Vn(A)は normal MPSと periodic MPSの線型結合に分解できる。

Vn(A) =
∑
i

µn
i Vn(Ai)

ここに Ai はそれぞれ nomalまたは periodicである。
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Prf.

ボンド次元 D の帰納法で示す。
D = 1 の時、Ai は virtual な脚に関してスカラーなので 2 乗すると正になる。転送行列の固有方程
式は

A

A†

X = λX

の形であり、固有値は |λ| = |A|2 > 0に限られる。よって転送行列のスペクトル半径が正で固有値が
縮退しないので Ai は normalテンソルに比例する。
D < D0 までで主張が正しいと仮定する。ボンド次元D0 のMPSテンソル Aを考える。転送行列 TA

が既約なら A は periodic または normal MPS テンソルに比例するので可約な場合を考えれば良い。
TA が可約なら、非自明な射影 P が存在して AiP = PAiP とできる。このとき Q = Id−P を用いて
Vn(A) = Vn(PAP ) + Vn(QAQ). PAP のボンド次元が D = rankP になるので、階数分解 (??)に
よりある X : CD0 → CD と Y : CD → CD0 が存在して P = Y X, XY = IdD とできる。結果、得ら
れるMPSのボンド次元が D < D0 になるので、帰納法の仮定から主張が従う。

既約線型写像の peripheral spectrum は整数乗根で構成された (Prop. 13)ので、転送行列を複数回かける
とスペクトル半径上の固有値は単一の値に定まる (cf. appendix A.3.3)。この転送行列の blockingを既約分
解すれば primitiveな転送行列に分解できる。

Prop. 6: periodic MPSは blockingで normalの線型結合

A を periodicity K の periodic な MPS テンソルとする。K 回の blocking により Vn(A) は K 個の
本質的に異なる normal MPSテンソルに分解できる:

VKn(A) =

K∑
i=1

Vn(Bi)

ここに Bi は互いに本質的に異なる normal MPSテンソルで、K サイトに作用する。さらに n /∈ KN
に対して Vn(A) = 0.

Prf. cf. [17] Lem. 5

この命題は [17]の Lem. 5にある。本質的には [11]を使うらしい。[16]の Prop. 9はこの Cor.である。
この観察から直ちに次の命題を得る。

Cor. 3: blockingにより normalテンソルの線型結合になる

任意のMPSテンソル Aに対してK ∈ Nが存在し、K 回の blockingにより VKn(A)は normalテン
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ソルの線型結合に分解できる。

VKn(A) =

M∑
i=1

µn
i Vn(Bi)

ここに Bi は互いに本質的に異なる normal MPSテンソルで、K サイトに作用するものである。

Prop. 3直後で議論したように、熱力学極限にて本質的に異なる normal MPS テンソルは正規直交基底を
張る。Cor. 3の分解は基底を定めると一意である。この一意性をより強固に保証するのが以下の定理である。

Prop. 7

µ1, . . . , µr ∈ C× と λ1, . . . , λs ∈ C× が任意の n ∈ Nで
r∑

i=1

µn
i =

s∑
j=1

λnj

を満たすならば、r = sであり、またある順列 pによって µi = λp(i) が成り立つ。

Prf. cf. [18] Lem. 9

sk を n変数 x1, . . . , xn の k 次多項式

sk := xk1 + · · ·+ xkn

とする。また
τk :=

∑
i1<i2<···<ik

xi1xi2 · · ·xik

で定義すると、Newtonの恒等式 (??)により

τ1 = s1,

τk = (−1)k−1 1

k

(
sk − τ1sk−1 + · · ·+ (−1)k−1τk−1s1

)
とできるので、τ1, . . . , τn を s1, . . . , sn の多項式として表せる。
新たに変数 X を用意して

f(X) := (X − x1)(X − x2) · · · (X − xn)

とする。
f(X) = Xn − τ1X

n−1 + · · ·+ (−1)nτn

だが、fµ を全ての iで xi = µi とした式で、fλ を xj = λj とした式で定義すると、前段落での考察と
仮定から fµ, fλ は X の多項式として等価になる。µi, λj は fµ = fλ = 0の解なので題意を満たす。
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2.3.4 TI-MPSの標準形の一意性
OBC-MPSの標準形はユニタリ自由度を除いて一意に定まった。TI-MPSもバルクでは OBC-MPSと等価
になると期待すれば、TI-MPSの標準形もユニタリ自由度を除いて一意に定まると考えられる。しかも並進普
遍性があるのでユニタリは各ブロックで同一。すなわち以下の定理の形で一意性が示されると期待される。

Thm. 9: TI-MPSの標準形の一意性

|ψ〉 =
∑

i1,...,iL

Tr
[
Ai1Ai2 · · ·AiL

]
|i1, . . . , iL〉

を

• injectivity length L0

• L > 2L0 +D4

を満たすボンド次元 D の TI-MPSとする。|ψ〉のボンド次元 D の TI-MPS標準形がこれとは別に

|ψ〉 =
∑

i1,...,iL

Tr
[
Bi1Bi2 · · ·BiL

]
|i1, . . . , iL〉

と与えられるとき、ユニタリ行列 U によって任意の iで Bi = UAiU† が成り立つ。

Lem. 15

T, S を同じベクトル空間で定義された線型写像として、ベクトル Y1, . . . , Yn が

• T (Yk) = S(Yk+1) for k = 1, . . . , n− 1

• Y1, . . . , Yn は線型独立
• Yn =

∑n−1
k=1 λkYk

を満たすとする。このとき、方程式 λ1x
n−1 + · · ·+ λn−1x = 1の非自明な解 xにより

µ1 = λ1x

µ2 = λ1x
2 + λ2x

...

µn−1 = λ1x
n−1 + · · ·+ λn−1x = 1

を定義して Y =
∑n−1

k=1 µkYk が成り立つなら、Y 6= 0かつ T (Y ) = S(Y )/x.
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Prf.

具体的計算により

T (Y ) =

n−1∑
k=1

µkT (Yk) =

n−1∑
k=1

µkS(Yk+1)

= S

(
n−2∑
k=1

µkYk+1 +

n−1∑
k=1

λkYk

)
= S(λ1Y1 + (λ2 + µ1)Y2 + · · ·+ (λn−1 + µn−2)Yn−1)

= S
(µ1

x
Y1 +

µ2

x
Y2 + · · ·+ µn−1

x
Yn−1

)
=

1

x
S(Y ).

さらに µn−1 = 1であることと Y1, . . . , Yn−1 が線型独立であることから、Y 6= 0が成り立つ。

Lem. 16

B,C が共に n× n行列のとき、方程式

W (C ⊗ I) = (B ⊗ I)W

の解空間は XC = BX の解 S により S ⊗Matn×n(C)で与えられる。

Prf.

以下、S を XC = BX の解空間、W をW (C ⊗ I) = (B ⊗ I)W の解空間とする。
任意の X ∈ S と Y ∈ Matn×n(C)に対して

(X ⊗ Y )(C ⊗ I) = (XC)⊗ Y = (BX)⊗ Y = (B ⊗ I)(X ⊗ Y )

なので S ⊗ Matn×n(C) ⊆ W . 逆に W ∈ W を任意に取って Matn×n(C) の基底 {Eij | (Eij)k,l =

δi,kδj,l}1≤i,j≤n により

W =

n∑
i,j=1

Xij ⊗ Eij (Xij ∈ Matn×n(C))

と展開すると、

0 =W (C ⊗ I)− (B ⊗ I)W

=

n∑
i,j=1

[(Xij ⊗ Eij)(C ⊗ I)− (B ⊗ I)(Xij ⊗ Eij)]

=

n∑
i,j=1

(XijC −BXij)⊗ Eij

である。Eij は線型独立なので Xij ∈ S. よってW ⊆ S ⊗Matn×n(C).
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Prf.

??から、OBC-MPS標準形の行列 A

2.4 無限サイズ密度行列繰り込み群法 (iDMRG)

密度行列繰り込み群 (density matrix renormalization group; DMRG)法は、量子多体系の基底状態を行
列積状態により近似して求める数値計算手法である [19]。DMRGに関するレビューは [20, 21, 22]などがあ
るほか、教科書として [23, 24]などがある。本節では主に [25]をもとに、並進対称性がある 1次元量子多体系
の基底状態を求める iDMRG (infinite-size DMRG)アルゴリズムを紹介する。

2.4.1 例: 横磁場 Ising模型
横磁場 Ising模型

H = −J
∑
i

ZiZi+1 − h
∑
i

Xi

を例にする。例えば 6サイト系として十分基底状態を再現する状態

|ψ6〉 =
Λ3L1

σ1

R1

τ1

L2

σ2

R2

τ2

L3

σ3

R3

τ3

から

|ψ8〉 =
Λ4L1

σ1

R1

τ1

L2

σ2

R2

τ2

L3

σ3

R3

τ3

L4

σ4

R4

τ4

を構成するのが目標である。
|ψ6〉を構成する L,Rを固定して、

∣∣∣ψ̃8

〉
=

Q3L1

σ1

R1

τ1

L2

σ2

R2

τ2

L3

σ3

R3

τ3σ4 τ4

について、横磁場 Ising模型の Hamiltonian期待値を最小にする Q3 を求める。すなわち Q3 の変分により

〈H〉 = H

Q3

Q†
3

L1 R1

L†
1 R†

1

L2 R2

L†
2 R†

2

L3 R3

L†
3 R†

3

を拘束条件

〈ψ|ψ〉 =
Q3

Q†
3

L1 R1

L†
1 R†

1

L2 R2

L†
2 R†

2

L3 R3

L†
3 R†

3

= 1
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のもとで最小化する。Q3 がわかれば特異値分解によって L4, R4,Λ4 を構成できる。〈H〉や 〈ψ|ψ〉の Q3, Q
†
3

以外の部分を縮約して H4 としたい。L,Rの規格化条件を

L1

L†
1

=

Lj

L†
j

= ,

R1

R†
1

=

Rj

R†
j

=

で与えると

Q3

Q†
3

= 1

が拘束条件である。また縮約された Hamiltonian H4 により Q†H4Q を最小化したいので、固有値問題
H4Q = EQを解くことに帰着される。
演算子の縮約は

〈
HLL

3

〉
=− J


L1

L†
1

L2

L†
2

L3

L†
3

Z1 Z2

Q3

Q†
3

+

L1

L†
1

L2

L†
2

L3

L†
3

Z2 Z3

Q3

Q†
3



− h


L1

L†
1

L2

L†
2

L3

L†
3

X1

Q3

Q†
3

+

L1

L†
1

L2

L†
2

L3

L†
3

X2

Q3

Q†
3

+

L1

L†
1

L2

L†
2

L3

L†
3

X3

Q3

Q†
3



=

Q3

Q†
3

HL
3

〈
HLC

3

〉
= −J

L3

L†
3

Z3 Z4

Q3

Q†
3

= −J

Q3

Q†
3

Z4ZL
3
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〈
HCC

3

〉
= −J

Q3

Q†
3

Z4 Z4 − h


Q3

Q†
3

X4 +

Q3

Q†
3

X4


によって与えられる。Hamiltonianの各項が右側に作用する演算子も同様。こうして得られたH4 の最小固有
値を与える固有ベクトル Q3 を求め、さらに特異値分解により Q3 = L4Λ4R4 が得られる。
次のステップでは

ZL
4 =

L4

L†
4

Z4

HL
4 = HL

3

L4

L†
4

− h

L4

L†
4

X4 − J

L4

L†
4

Z4ZL
3

− E4

2
1

として解き直せば良い。第 2式最終項は演算子が boundedになるようにエネルギーシフトを行っている。縮
約行列が全てわかっているので、次ステップの計算に LサイトのMPSについて情報は不要である。

2.4.2 iDMRGアルゴリズム
単位格子が 2サイトの場合にアルゴリズムをまとめる。中心的な思想としては、まず有限サイズから始め、
単位格子を繰り返し挿入し self-consistentな無限サイズの状態を得ることである。

初期化
まずは単位格子である 2サイトにて有限サイズ DMRGを行い、基底状態

|Ψ2〉 =

を得る。この状態を特異値分解して

|Ψ2〉 =
A

(1)
0

Λ0 B
(2)
0

とする。上付き文字はサイト番号を、下付き文字はステップ番号を表す。
第 1ステップは単位格子 2つの系から始める。

|Ψ4〉 =
A

(1)
1 A

(2)
1

Λ1 B
(3)
1 B

(4)
1

これを初期状態とする。
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システムサイズ増
4サイト状態 |Ψ4〉の内側は単位格子と同じ見た目をしている。単位格子を挿入する。

A1
1 A2

1 Λ1 B3
1 Λ−1

0 A4
0 Λ1 B5

1 B6
0

内側にある二つの AΛB は

A4
1 Λ1 B5

1

=
ΛL
2 B4

2 B5
1

A2
1 Λ1 B3

1

=
A2

1 A3
2 ΛR

2

この変換により

A1
1 A2

1 Λ1 B3
1 Λ−1

0 A4
0 Λ1 B5

1 B6
0

=
A1

1 A2
2 ΛR

2 Λ−1
0 ΛL

2 B5
0 B6

0

であり、続くステップでは外側 2サイトずつを放置して内側を更新していけばいい。

1. (初期化) |ψ0〉 = Aσ0Λ0B
τ0 と |ψ1〉 = Aσ0Aσ1Λ1B

τ1Bτ0 を用意して n = 1とする。
2. ユニタリ変換により
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第 3章

対称性に保護されたトポロジカル相

本章は主に [26]を参考にした。

3.1 自明相と SSB相 - 横磁場強磁性 Ising模型
SPT相と比較のため、まずは自明相と SSB相を理解する。この両方を実現する最も簡単な例として、1次
元横磁場強磁性 Ising模型を考える。1次元格子 Λ各サイトに Hilbert空間 C2 を配置し、全系の Hilbert空
間はテンソル積で与える。Hamiltonianは

HIsing = −J
∑
i∈Λ

σz
i σ

z
i+1 − h

∑
i∈Λ

σx
i (J, h ≥ 0)

とする。スピン 1/2演算子 si に対して σi = 2si に注意。Hamiltonianには σz
i 7→ −σz

i , σ
x
i 7→ σx

i で与えら
れる Z2 スピン反転対称性がある。
J = 0のとき、基底状態は σx

i の +1固有状態のテンソル積⊗i |→〉で uniqueになる。第 1励起状態は一
つのサイトのスピンを σx

i 固有値 −1に反転させた状態で、エネルギーギャップは ∆ = 2|h|である。Z2 スピ
ン反転対称性の秩序変数Mz =

∑
i∈Λ σ

z
i /N の基底状態期待値は 0となり、基底状態は対称性を破らない。秩

序変数として全磁化ではなく、局所的な Oi = σz
i や Oi,j = σz

i σ
z
j をとっても同様に、基底状態における期待

値は 0である。
一方 h = 0のとき古典強磁性 Ising模型である。基底状態は全てのサイトで共通して σz

i の +1固有値をと
る固有状態⊗i |↑〉と、全てのサイトで共通して σz

i の −1固有値をとる固有状態⊗i |↓〉の 2つで縮退する。
Z2 スピン反転対称性の秩序変数はそれぞれ{

〈Mz〉⊗
i|↑⟩

= +1

〈Mz〉⊗
i|↓⟩

= −1

{
〈Oi〉⊗

i|↑⟩
= +1

〈Oi〉⊗
i|↓⟩

= −1
〈Oi,j〉⊗

i|↑⟩
= 〈Oi,j〉⊗

i|↓⟩
= +1

となり、基底状態は Z2 対称性を自発的に破ることがわかる。

3.1.1 Kitaevの p波超伝導模型による厳密対角化

3.1.2 Jordan-Wigner変換による解析解
|h/J | = 0で常磁性、|h/J | = ∞で強磁性となっているので、間に相転移点が存在すると予想される。[27]

に従って、この様子を解析的に検証する。後の便益のため、サイト数 Lは偶数とする。
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Jordan-Wigner変換の比較的よく知られた形で対角化ができるように、スピンを回転させて

HIsing = −J
∑
i∈Λ

σx
i σ

x
i+1 − h

∑
i∈Λ

σz
i

と書き直す。*1 σ = 2sに注意して、Jordan-Wigner変換は

σ+
j = 2 exp

(
iπ

j−1∑
k=1

c†kck

)
c†j = 2(−1)n1+n2+···+nj−1c†j

σ−
j = 2cj exp

(
−iπ

j−1∑
k=1

c†kck

)
= 2cj(−1)n1+n2+···+nj−1

σz
j = 2c†jcj − 1

によりスピン 1/2をフェルミオンへ移す変換である。ここに nk = c†kck はサイト k のフェルミオン数演算子
で、固有値は 0, 1のいずれか。最右辺の記法を用いると sxj = s+j + s−j = (−1)n1+n2+···+nj−1(c†j + cj)/2の形
で書けるので、Hamiltonianは

HIsing = −J
∑
j∈Λ

(
c†jcj+1 + c†j+1cj + c†jc

†
j+1 + cj+1cj

)
− 2h

∑
j∈Λ

(
c†jcj −

1

2

)
の 2次形式になる。
j サイトと j + 1サイトの演算子が入り混じっているので、周期境界条件のもとで Fourier変換する。Fock

空間への作用を考慮すると、n = n1 + n2 + · · ·+ nL を全粒子数として、

σx
Lσ

x
1 = (−1)n1+n2+···+nL−1(c†L + cL)(c

†
1 + c1) = (−1)n(−c†L + cL)(c

†
1 + c1)

σx
Lσ

x
L+1 = (−1)n−nL(c†L + cL)(−1)n(c†L+1 + cL+1) = (c†L − cL)(c

†
L+1 + cL+1)

と書けるので、スピンに周期境界条件 σj = σj+L を課すと、フェルミオンの周期境界条件は nの偶奇に応じ
て cL+1 = (−1)n+1cL としなければならない。従って Fourier変換

cj =
1√
L

∑
k

cke
ikj , ck =

1√
L

∑
j

cje
−ikj

により生じる波数 k は、

k =

{
2πm−π

L (n = 0 mod 2)
2πm
L (n = 1 mod 2)

(m = 0, 1, . . . , L− 1)

*1 具体的にはユニタリ⊗
i(σ

x
i + σz

i )/
√
2で Hamiltonianを挟む。
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に値をとる。Hamiltonianの Fourier空間での表現は

HIsing = −J
∑
k

(
(eik + e−ik)c†kck + (eikc†kc

†
−k + e−ikc−kck)

)
− 2h

∑
k

(
c†kck − 1

2

)
= −J

2

∑
k ̸=0,π

[
2 cos k(c†kck + c†−kc−k) + (eikc†kc

†
−k + e−ikc†−kc

†
k)

+(e−ikc−kck + eikckc−k)
]
− h

∑
k ̸=0,π

(
c†kck + c†−kc−k − 1

)
+H0 +Hπ

= −J
∑

k ̸=0,π

[
cos k(c†kck − c−kc

†
−k + 1 + 1) + i sin k(c†kc

†
−k + c−kck)

]
− h

∑
k ̸=0,π

(c†kck − c−kc
†
−k) +H0 +Hπ

= −
∑

k ̸=0,π

[(
c†k c−k

)(J cos k + h iJ sin k
−iJ sin k −J cos k − h

)(
ck
c†−k

)
+ 2 cos k

]
+H0 +Hπ.

第 2行では k の昇順の総和と降順の総和を組み合わせている。ここに、

H0 = −2(J + h)c†0c0 + h, Hπ = 2(J − h)c†πcπ + h

とした。行列部分の固有値は

±ϵ(k) := ±
√
(J cos k + h)2 + (J sin k)2 = ±

√
J2 + h2 + 2Jh cos k

なので、熱力学極限では |h/J | 6= 1のとき gapped, |h/J | = 1のとき gaplessがわかる。Bogoliubov変換に
より適切な新しいフェルミオン演算子 η̃k を導入すると、k 6= 0, π について

−
∑

k ̸=0,π

[
ϵ(k)η̃†kη̃k − ϵ(k)η̃−kη̃

†
−k − J cos k

]
= −

∑
k ̸=0,π

[
ϵ(k)(η̃†kη̃k + η̃†−kη̃−k)− ϵ(k)− J cos k

]
である。*2 この形状では粒子の生成によりエネルギーが減少するので、k 6= 0, πモードで粒子正孔変換 η†k = η̃k

を行うと*3

HIsing = −
∑

k ̸=0,π

[
ϵ(k)(ηkη

†
k + η−kη

†
−k)− ϵ(k)− J cos k

]
+H0 +Hπ

=
∑

k ̸=0,π

[
ϵ(k)(η†kηk + η†−kη−k)− ϵ(k) + J cos k

]
+H0 +Hπ

を得る。
n が偶数のとき基底状態は ηk |0〉 = η−k |0〉 = c0 |0〉 = cπ |0〉 = 0 を満たす状態で、エネルギーは∑
k(−ϵ(k) + J cos k)である。nが奇数のとき粒子を最低 1つ生成しなければならず、基底状態は η̃†0 |0〉で、

基底エネルギーは∑k ̸=0,π(−ϵ(k) + J cos k) − 2J である。c†0 = 1/
√
L
∑

j c
†
j は Jordan-Wigner変換前では∑

j σ
+
j に比例していたので、新たに得られた状態は全てのスピンが反転したものと解釈できる。

*2 具体的には、
*3 k = 0, π モードは後述する基底状態の物理的解釈が整合するように粒子正孔変換を行わない。
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k

−ϵ(k) + J cos k

図 3.1: E1 から生じる総和の範囲
k

−ϵ(k) + J cos k

図 3.2: E2 から生じる総和の範囲

図 3.3: (3.1.1)の計算で生じる総和が表す面積領域

図 3.4: 横磁場強磁性 Ising模型の基底状態における 2点相関関数

nの偶奇ごとに基底状態が現れるが、熱力学極限でそのエネルギー差を求めてみる。一見エネルギーギャッ
プ 2J があるように見えるが、総和の k が走る範囲が異なるためギャップの有無は非自明である。もしエネル
ギー差が 0なら、gappedとなる |h/J | 6= 1でも熱力学極限で基底状態が二重縮退する。

E1 − E0 =
∑

k=2πm/L ̸=0,2π

(−ϵ(k) + J cos k)− 2J −
∑

k=(2πm−π)/L

(−ϵ(k) + J cos k). (3.1.1)

k の範囲に注意すると、総和はそれぞれ Fig. 3.3に示す通りである。よって L→ ∞の極限で

E1 − E2 =

すなわち |h/J | < 1で基底状態は単一、|h/J | > 1で二重縮退する。境界値 |h/J | = 1では先に考察した通り
ギャップレスになっていた。
以上の結果は Landauパラダイムに基づく相転移の存在を示している。まず |h/J | < 1で基底状態は |0〉で
一意だった。実際、スピン反転の対称性変換 U =

⊗
i σ

x
i を基底状態に作用させると、

HIsingU |0〉 = UHIsing |0〉 = E0U |0〉

となるため、U |0〉も基底状態になる。基底状態が一意であることからU(1)位相の自由度を除いて U |0〉 = |0〉
が成り立つ。一方で |h/J | > 1で現れた基底状態は |0〉と η̃†0 |0〉の 2つで、後者は前者のスピン反転で表され
ている。熱力学極限を取る前はエネルギーが異なっていたことからもわかるとおり、この二つは線形独立で自
発的に対称性を破っている。したがってMz 期待値が非零になる基底の貼り方が存在する。
有限サイズ系の基底状態は対称性を破らないことが多いので、磁化を数値計算の指標とするのは好ましくな
い。そこで 2点相関関数 〈σz

i σ
z
j

〉の収束を調べると、Fig. 3.4に示すように hによる微分が |h/J | = 1で発散
することが示唆されている。*4 *5

J を固定して hの値ごとに基底状態を調べると、|h/J | < 1で自発的に対称性が破れることが見て取れる。
数値計算は DMRGを用いて行なった。

*4 に DMRGのコードを置いてある。
*5 Jordan-Wigner変換した後の模型をMajorana表示して得られる Kitaevの p波超伝導模型を解析すれば、相転移の存在を厳密
に示すことができる。しかしその結果を物理的に解釈しようとするとトポロジカル相転移の議論に立ち入らざるを得ず、本節の大
筋から外れるのでここでは扱わない。
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3.2 対称性の自発的破れによる相の分類
物性物理学においては、対象物が取り得る相を全て列挙する相の分類問題が一つの重要な課題である。
相を列挙する研究には大きく分けて二つの流儀がある。第一に、物質を固定し温度や圧力といったパラメー
ターを変化させ平衡状態になったときに該当物質がどの相に属するかを調べる、物質科学的な興味に基づくも
の。どのような温度帯で固体、液体、気体が相転移するか、超伝導、磁性が発現するかといった問題を調べ
る。第二に、物質を問わずある種の対称性を持つ系が取り得る相を全て列挙する、理論的な興味に基づくも
の。Landauにより対称性と相転移の関係が整理されて以来、この世に存在する物質が実現し得る相を網羅す
ることが大きな目標になっている。研究の数で言えば物質の数だけ調査対象がある前者が圧倒的に多い。が、
理論物理学において相の分類問題といったときは通常後者を指し、本稿でも後者を考察する。
対称性の破れによる相の分類は Landau理論により整理されており、標語的には「相 =対称性の線形既約
表現」と言える。線形既約表現については appendix Cを参照。

3.3 AKLT模型
物理的に理解が容易な SPT相の例として、AKLT模型 [28, 29]を紹介する。1次元格子 Λの各点にスピン

1の Hilbert空間 C3 を配置し、全系の Hilbert空間はテンソル積で与える。Hamiltonianは

HAKLT =
∑
i∈Λ

(
Si · Si+1 +

1

3
(Si · Si+1)

2

)
で与える。この模型の特徴として、

• 周期境界条件のもと、熱力学極限で励起ギャップがある
• 基底状態における期待値 〈Si · Sj〉は |i− j|について指数関数的に減衰する
• 周期境界条件で基底状態は縮退していない
• 開放端条件の基底状態では端にスピン 1/2の自由度が現れ、端ごとに 2重縮退する

がある。周期境界条件は全てのサイトがバルクになるため、上 3つはバルクの性質を表している。バルクの振
る舞いだけ見ると AKLT模型の基底状態は横磁場が強い Ising模型の基底状態に似ている。しかし系に境界
を作った途端に振る舞いが大きく変わる。開放端条件で端から分数スピンが現れることは、

3.3.1 基底状態の具体的構成
AKLT模型では基底状態を具体的に記述できる。各サイトにスピン 1が住んでいるので 2サイトの合成ス
ピンが 0, 1, 2のいずれかになることに注意すると、

Si · Si+1 =
1

2

[
(Si + Si+1)

2 − S2
i − S2

i+1

]
=

1

2
[2(2 + 1)P2[Si + Si+1] + 1(1 + 1)P1[Si + Si+1]− 1(1 + 1)− 1(1 + 1)]

= 3P2[Si + Si+1] + P1[Si + Si+1]− 2
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となる。ここに、PJ [K] は合成スピンK を大きさ J の空間に射影する演算子である (K2PJ [K] = J(J +

1)PJ [K])。従って Hamiltonianは
HAKLT

=
∑
i∈Λ

[
3P2[Si + Si+1] + P1[Si + Si+1]− 2 +

−3P2[Si + Si+1]− 3P1[Si + Si+1] + 4

3

]
=
∑
i∈Λ

(
2P2[Si + Si+1]−

2

3

)
となる。すなわち隣接サイトの合成スピンが全て 1または 0であれば基底状態になる。
トップダウンではあるが、具体的に基底状態を構成する。

• スピン 1は 2つのスピン 1/2を対称に合成させて作れる
• 4つのスピン 1/2を合成するとき、一つでもシングレット (2つのスピン 1/2の合成スピン 0状態)が
あると合成スピンが 1または 0になる

という事実に着目し、以下のような状態を与える。

|AKLT〉 = · · · · · ·

ここに、実線で繋がれた 2つの点はシングレットを表し、円で囲まれた 2つの点は対称に合成されてスピン 1

を表す。円で囲まれた部分が 1サイトを構成する。演算子を用いて明示的に記述するには、まずサイト iのス
ピン 1を構成する 2つの 1/2スピンを対称化する演算子Si を

Si

∣∣∣ψ↑
i,L

〉 ∣∣∣ψ↑
i,R

〉
=
∣∣∣ψ↑

i,L

〉 ∣∣∣ψ↑
i,R

〉
Si

∣∣∣ψ↑
i,L

〉 ∣∣∣ψ↓
i,R

〉
= Si

∣∣∣ψ↓
i,L

〉 ∣∣∣ψ↑
i,R

〉
=

1

2

(∣∣∣ψ↑
i,L

〉 ∣∣∣ψ↓
i,R

〉
+
∣∣∣ψ↓

i,L

〉 ∣∣∣ψ↑
i,R

〉)
Si

∣∣∣ψ↓
i,L

〉 ∣∣∣ψ↓
i,R

〉
=
∣∣∣ψ↓

i,L

〉 ∣∣∣ψ↓
i,R

〉 (3.3.1)

により定義し、これにより

|AKLT〉 =

(⊗
i∈Λ

Si

)⊗
i∈Λ

∣∣∣ψ↓
i,R

〉 ∣∣∣ψ↑
i+1,L

〉
−
∣∣∣ψ↑

i,R

〉 ∣∣∣ψ↓
i+1,L

〉
√
2

と書ける。隣接 2 サイトの合成スピンは、シングレット (スピン 0) が 1 つ含まれるので 1 または 0 になる。
よってこの状態は AKLT模型の基底状態になる。このようにスピン一重項の重ね合わせで記述される状態を
一般に valence bond solid state (VBS状態)と呼ぶ。CITE SOMETHING!!!!!!!!!!

AKLT模型の基底状態はこのほかにないことが証明できる。方針は [30, 26]に従う。

Lem. 17: AKLT相互作用の基底状態はAKLT状態に限られる

周期境界条件下で S = 1スピン鎖の状態 |ψ〉が P2[Si + Si+1] |ψ〉 = 0を満たすことと、任意の状態
|Ξ〉によって

|ψ〉 = (Si ⊗ Si+1)
[(∣∣∣ψ↓

i,R

〉 ∣∣∣ψ↑
i+1,L

〉
−
∣∣∣ψ↑

i,R

〉 ∣∣∣ψ↓
i+1,L

〉)
⊗ |Ξ〉

]
と書けることは等価。ここにSi は (3.3.1)で定義する。
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この補題により全ての隣接サイトで P2[Si + Si+1] |ψ〉 = 0 を満たす AKLT 状態は AKLT 模型の unique

な基底状態であることが従う。

Proof. 必要性は AKLT状態を構成した直後の議論から従うので十分性を示す。全系サイト数を Lとする。2

サイトにおけるスピン 1の状態が張る Hilbert空間は、合成スピン 0,1,2の部分空間それぞれで次元 1, 3, 5な
ので、P2[Si +Si+1] |ψ〉 = 0なる |ψ〉が張る Hilbert空間の次元は (1 + 3)× 3L−2 = 4× 3L−2 である。一方
|Ξ〉の一般的な形は

|Ξ〉 =
∣∣ψσ

i,L

〉 ∣∣∣ψσ′

i+1,R

〉 ⊕
j∈Λ\{i,i+1}

∣∣∣ψΣj

j

〉 (σ, σ′ ∈ {↑, ↓},Σj ∈ {0, 1, 2})

と書けて、これが入る Hilbert空間の次元は 2× 2× 3L−2 = 4× 3L−2 となり、|ψ〉が張る Hilbert空間の次
元と一致するため、上述の形に限られる。

3.3.2 励起ギャップの存在
基底状態と第 1励起状態の間のエネルギーギャップが熱力学極限をとっても有限になることを示す。方針は

[31]による。定数シフトによって最低エネルギーを厳密に 0とした Hamiltonian H がある ε > 0により任意
の状態期待値で 〈H2

〉
≥ 〈εH〉とできる場合、第 1励起状態のエネルギーは ε以上である。逆にギャップレス

なら任意の ε > 0に対して熱力学極限で 〈H2
〉
< 〈εH〉となる状態が存在する。

本節では Pi,i+1 := P2[Si + Si+1]と略記する。定数シフトにより基底エネルギーを 0にした Hamiltonian

を記号の濫用でHAKLT =
∑

i∈Λ Pi,i+1 とする。サイト数 Lが偶数の周期境界条件を仮定するが、奇数の場合
も同様に議論できる。まず P 2

i,j = Pi,j を踏まえると

H2
AKLT = HAKLT +

L/2∑
r=1

Cr (3.3.2)

ここに

C1 =

L∑
i=1

(Pi,i+1Pi+1,i+2 + Pi+1,i+2Pi,i+1),

Cr = 2

L∑
i=1

(Pi,i+1Pi+r,i+r+1 (r = 2, 3, · · · , L/2− 1),

CL/2 =

L/2∑
i=1

Pi,i+1Pi+L/2,i+L/2+1

とした。(3.3.2)の右辺第 2項では CL/2 の中の同じ項が 2回ずつ現れることに注意する。また距離が 2以上
離れた射影演算子は可換なので Cr ≥ 0である。

3.3.3 基底状態における string order parameter

基底状態が単一で励起ギャップがあるため、基底状態は模型の対称性を全て保ち、??により 2点相関関数〈
Sz
i S

z
j

〉は指数関数的に減衰することが保証されている。
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Sz = +1 Sz = 0 Sz = −1 Sz = +1 Sz = 0 Sz = −1

図 3.5: 基底状態における Sz 固有値の配位。ボンドの両側で 1/2 スピンが反転するため、Sz = +1 同士や
Sz = −1同士が Sz = 0を挟んでも隣接することはない。

しかし 2サイトの合成スピンが 2にならないので、スピン Sz = +1が 2つ隣接したり Sz = −1が 2つ隣
接したりすることはない。また Sz = 0を挟んでも Sz = +1は連続しない (Fig. 3.5)。つまり Sz = 0を無視
すると反強磁性的な秩序が存在することになる。この秩序は string order parameter

Ostr
i,j :=

〈
Sz
i (−1)

∑j
k=i+1 Sz

kSz
j

〉
により検出できる。局所演算子の 2点相関関数の形ではないので、一般に指数減衰するとは限らない。

3.3.4 端状態
ここまでの議論は全て周期境界条件のもとで行った。周期境界条件における AKLT模型の特性は、理論的
には整理されているが、string order parameter をはじめとして実験的検証に不向きなものが多い。SPT相
を特徴として物理的に最も重要な性質は端状態の存在だろう。周期境界条件では全てのサイトがバルクになる
が、開放端条件を課すと両端のサイトが境界になり、バルクとは異なる振る舞いを示す。
開放端条件の Hamiltonianは

Hopen
AKLT =

L−1∑
i=1

(
2P2[Si + Si+1]−

2

3

)
で記述できる。Lem. 17により基底状態は

|AKLT〉OBC
= · · ·

と書ける。両端にはシングレットを組んでいないスピン 1/2が 1つずつ残っている。両端のスピン 1/2は互
いに独立に振る舞うので、基底状態は 4重縮退する。スピン 1/2を合成して組んだ模型でエンタングルメン
トを切断しているので、端にスピン 1/2の自由度が現れることは自然に見える。しかし AKLT模型はスピン
1の系に定義されていた。スピン 1の鎖を切断したことで端に「分数スピン」1/2の自由度が現れるのは非自
明な現象だろう。
このように境界条件の取り方によって縮退度が変わることは、自明相や SSB相では発生しない特筆すべき
現象である。またこのような縮退度の変更がシステムサイズに依存せず、格子が埋め込まれている空間の形状
(周期境界条件なら S1, 開放端条件なら線分)のみに依存する点は特に注目に値する。物理現象が局所的性質
だけでなく、系の大域的な位相的性質に依存することはトポロジカル相を特徴づける重要な要素である。

3.3.5 AKLT状態のMPS表現
AKLT模型はMPSで基底状態を表現できる。
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3.4 クラスター模型
AKLT模型は物理的直感が働きやすい一方、計算を行う上ではやや複雑である。そこで SPT相を考察する
上で計算が最も簡単であり、以降たびたび応用するクラスター模型を導入する。*6
1次元格子 Λの各点にスピン 1/2の Hilbert空間 C2 を配置し、全系の Hilbert空間はテンソル積で与える。

Xi, Zi は i ∈ Λの上ではそれぞれ Pauli X, Pauli Z として作用し、その他の格子点には恒等演算子として作
用する演算子とする。ZiXj = (−1)δi,jXjZi, Z

2
i = X2

i = 1である。
クラスター模型を

Hcluster := −
∑
i∈Λ

Zi−1XiZi+1

で定義する。クラスター模型の各項は 2乗すると 1となるので、各項の固有値は ±1. また各項は互いに交換
する。

[Zi−1XiZi+1, Zj−1XjZj+1] = 0 (∀i, j ∈ Λ).

従って各項の同時固有状態が取れて、基底状態は全ての項の +1固有状態、第 1励起状態はいずれか 1つの項
だけが −1固有値を取る状態である。
特に周期境界条件、すなわち Zi = Zi+L, Xi = Xi+L の同一視のもとでは、全系の Hilbert 空間の次元が

2|Λ| であるのに対し、各項 ±1固有状態が張る空間の次元も 2|Λ| なので、全ての固有値を指定して得られるエ
ネルギー基底状態に縮退はない。またエネルギーギャップは ∆ = 2となり、系の大きさに依存しない定数で
ある。
開放端条件を課して Λ = {1, 2, . . . , L}とする。Hamiltonianは各項が 3サイトに非自明に作用するので、

Hopen = −
L−1∑
i=2

Zi−1XiZi+1

と修正される。Hamiltonianの中に項は L− 2個しかないので、全ての項の固有値を指定しても 22 次元が余
分に現れ、基底状態は 4重縮退する。
縮退の起源を探るために、微小磁場を両端のスピンに加えて

Hopen(h) := Hopen − h(Z1 + ZL)

とする。磁場項は Hopen 各項と交換するため、やはり同時固有状態が取れる。h > 0の場合、両端の Z1, ZL

固有値を +1とすることで基底状態になり、ギャップ 2hが開いて縮退が解ける。
磁場の導入により縮退が解けるこの状況は SSB に似ている。クラスター模型にはスピン反転対称性

Xi 7→ Xi, Zi 7→ −Zi がある。さらに、スピン反転対称性は偶数サイトのみに作用させるものと奇数サイトの
みに作用させるものに分割して

Uodd =
∏

i∈Λ:odd

Xi, Ueven =
∏

i∈Λ:even

Xi

としても良い。*7 スピン反転は Z2 で表せるので、クラスター模型は対称性として Z2 × Z2 を有する。開放端

*6 クラスター状態については [32, 33]で導入されているらしい。模型としての初出は不明。
*7 奇数サイトの周期境界条件では Uodd = Ueven となり、全スピン反転を分割できない。以下議論を簡単にするためこの場合は除外
する。
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条件における両端のスピンの縮退は、この Z2 ×Z2 の自発的破れとして解釈できる。一方、バルクのスピンの
状態は周期境界条件の場合と完全に同じであるため、対称性を破ることはない。
このように、周期境界条件では基底状態が縮退せずギャップが開いていた模型が、開放端条件では端の自由
度が対称性を自発的に破り縮退するという挙動は Ising模型で現れなかった。しかも以上の議論は系の大きさ
には依存せず、純粋に形状のみに依存している。系の挙動が局所的な情報だけでなく格子系全体の形状に依存
するため、クラスター模型は何かしらトポロジカルな性質を有していることが期待される。
クラスター模型が AKLT模型と同様のトポロジカルネスを持つことは、string order parameter の存在か
らも確認できる。

Oloc
i,j := ZiZj

Ostr
i,j :=

Zi

(∏j−1
k=i+1Xk

)
Zj (i 6= j mod 2)

ZiZi+1

(∏j−1
k=i+1Xk

)
Zj−1Zj (i = j mod 2)

iが十分バルクにあれば、Oloc
i,j の期待値は〈

Oloc
i,j

〉
cluster

=
〈
(Zi−1XiZi+1)O

loc
i,j

〉
cluster

= −
〈
Oloc

i,j (Zi−1XiZi+1)
〉
cluster

を満たすので 0となる。一方で string order parameterの期待値は

〈
Ostr

i,j

〉
cluster

=

〈
j−1∏

k=i+1

Zk−1XkZk+1

〉
cluster

= 1

と、i, j の距離に依存しない。これは AKLT模型における string order parameterと同様の振る舞いである。
Ising模型とクラスター模型の離散的な区別は、二つの模型を連続的につなぐことでより明白に理解できる。

λ ∈ [0, 1]をパラメーターとして
H(λ) = λHIsing + (1− λ)Hcluster

を与える。λ = 0で Ising模型、λ = 1でクラスター模型になるため、ある種の摂動によって二つの模型が繋
がれていると理解される。開放端条件の縮退度などの離散不変量が λ = 0, 1で異なるため、途中に離散不変
量が不連続に変わる相転移点があることが期待される。実際、H(λ)のギャップをプロットすると図のように
なる。

3.5 SPT相の物理的定義
3.6 SPT相の分類
SPT相はその名の通り物質の相である。
本節の議論は [34]に従う。
はじめに基底状態を与える並進対称なMPSを定義する。上述のように境界条件によって物理が変わること
を踏まえ、LサイトのMPSテンソルに加えて境界条件を制御する virtualなテンソル X を加えて∣∣ψL

A,X

〉
=
∑
ik

Tr
[
XAi1Ai2 · · ·AiL

]
|i1, i2, · · · , iL〉

67



とする。A =
∑

iA
i ⊗ |i〉 は MPS テンソルで、Ai はボンド次元 D 次元の行列である。X として任意の

D ×D 行列を与えることで、様々な境界条件を表現できる。X = 1D のときは周期境界条件に対応する。X
を任意にとって得られる集合を

SL
A := {

∣∣ψL
A,X

〉
| X ∈ MatD×D(C)}

とする。任意の MPS テンソルは連結することで injective になり、また熱力学極限で異なる MPS は比例す
るか直交するので、Aとして injectiveなものを考え、異なるMPSは直交するとしても一般性を失わない (cf.

??)。
MPOも同様に

OL
T,B :=

∑
ik,jk

Tr
[
BT i1,j1T i2,j2 · · ·T iL,jL

]
|i1, i2, · · · , iL〉 〈j1, j2, · · · , jL|

とする。T =
∑

i,j T
i,j ⊗ |i〉 〈j|はMPOテンソル。MPSの場合と同様に T は injectiveとしてもよい。異な

るMPOテンソルをラベル {a, b, . . . }で区別して Ta などと表し、ボンド次元を χa などと表す。MPOにつ
いても

AL
T := {OL

T,B | B ∈ Matχ×χ(C), OL
T,B}

とする。

3.6.1 MPOの満たす代数
MPOが対称性を表すように、任意の X,Y ∈ Matχ×χ(C), 任意の Lに対して

OL
T,XO

L
T,Y = OL

T,Z

なる Z が存在することを要請する。図式で書くと

T

T

T

T

· · ·
· · ·

Y

X

=

T T· · ·
Z

と表せる。*8この式は二つのテンソル X,Y を Z に移す線形変換とみなせるので、B(X ⊗ Y ) = Z と書く。図
式で表すと

B =

B

のように、内側に X ⊗ Y を入れると Z になる。U 字型の B の右側から生えている 3本を 1本に、左側の 3

本を 1本にまとめて行列とみなせば、ランク分解??により B =
∑

µW
µ ⊗ V µ と書ける。

B =

B

= W V =
∑
µ

µ µ

*8 chapter 2では行列を黒丸で表したときはもっぱら対角行列を指していたが、ここでは X,Y, T いずれも対角に限らない一般のテ
ンソルであることに注意。
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µが新たに挿入したボンド変数である。左右の 3脚テンソルをそれぞれフュージョンテンソルと呼ぶ。後の議
論を簡単にするため、µに対応する新たなボンドだけでなく、フュージョンテンソルの全てのボンドで成分を
指定する。具体的には、射影演算子 Pa, Pb, Pc を用いて

W c,µ
ab = PcW

µ(Pa ⊗ Pb) =
a

b
c µ

のように表す。ランク分解は一意ではなく、

W c,µ
ab →

∑
µ′

(Y c
ab)

µ′

µ W
c,µ
ab ,

V c,µ
ab →

∑
µ′

(Ŷ c
ab)

µ
µ′V

c,µ
ab

のゲージ変換自由度が残されている。ゲージ Y c
ab は µのボンドを足とする行列であり、a, b, cを定めるごとに

行列として 1つに定まる。Ŷ c
ab は Y c

ab の逆行列である。上述の図で表せば

W V =

W V

Y c
ab Ŷ c

ab

b

a
c c

(3.6.1)

に対応する。
a, b, cを指定して µを走らせたとき、全てのW c,µ

ab が線型独立になるとは限らない。線型独立なW c,µ
ab を与

える µの最大ラベル数を N c
ab とする。任意の Z ∈ Matχ×χ(C)に対して Zc = PcZPc とすると、

Zc =
∑
a,b

Nc
ab∑

µ=1

W c,µ
ab (Xa ⊗ Yb)V

c,µ
ab

と書ける。X,Y として任意の行列をとって良いので、X の代わりに Xa = PaXPa を、Y の代わりに
Yb = PbY Pb を入れても良い。このとき、OL

T,Xa
OL

T,Yb
=
∑

cO
L
T,Zc

は

T

T

T

T

· · ·

· · ·

Y

X
a a
b b

=
∑
c

Nc
ab∑

µ=1

µ µc c

Yb

Xa

· · ·

· · ·T

とかけて、これが任意の X,Y と任意の長さで成り立つので、MPOテンソル T の合成は

b b

a a

b b

a a

· · · =
∑
µ

µ µ
a a

b b

c c· · · (3.6.2)

とできる。特に L = 1では

b b

a a

=
∑
c

Nc
ab∑

µ=1

µ µ
a a

b b

c c
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なので、L = 2の (3.6.2)左辺にこれを用いると

b b

a a

b b

a a

=
∑
c,d

Nc
ab∑

µ,ν=1

µ µ
a

b

c c
ν ν

a

b

d d
a

b

とできる。MPOテンソルが全て injectiveであると仮定しているので、

δc,d

Nc
ab∑

µ,ν=1

µ µ
a a

b b

c cc

=

Nc
ab∑

µ,ν=1

µ µ
a

b

c c
ν ν

a

b

d d
a

b

である。残っている左右のテンソルは線型独立としていたので、

µ νc d

b

a

= c δc,dδµ,ν (3.6.3)

を得る。
3本のボンドについて、上から順に潰すのと下から順に潰すのとで結果が変わらないこと (結合律)を要請
する。

ν

µµ

ν
=

ν

µ µ

ν
(3.6.4)

(3.6.3)を踏まえるとこれは自明だが、左半分にだけ着目すると、

ν

µe

d
c

b

a

=
∑
f,χ,η

(F d
abc)

eµν
fχη

η

χ
f

d
a

b

c

(3.6.5)

のような変換の自由度が許される。(3.6.12)右辺の係数は F -シンボルと呼ばれる。(3.6.4)両辺の右半分につ
いても同様の係数が現れるが、(3.6.3)を課すことで F -シンボルを打ち消すように調整されるので、以降左半

70



分から生じる F -シンボルのみを考えることにする。ボンド 4本の結合の組み換えを考えると、

α

β

γ

a

b

c

d
e

f

g

=
∑
h,λ,µ

(F g
abc)

fαβ
hλµ λ

µ

γ

a

b

c

d
e

g

h

=
∑

h,k,λ,µ,ν,ρ

(F g
abc)

fαβ
hλµ(F

e
ahd)

gµγ
kνρ λ

ν

ρ
a

b

c

d

e

k

h

=
∑

h,k,l,λ,µ,ν,ρ,σ,τ

(F g
abc)

fαβ
hλµ(F

e
ahd)

gµγ
kνρ(F

k
bcd)

hλν
lστ

σ

τ

ρ
a

b

c

d

e

k

l

α

β

γ

a

b

c

d
e

f

g

=
∑
l,σ,µ

(F e
fcd)

gβγ
lσµ

α

σ

µ

a

b

c

d

e

f

l

=
∑
l,σ,µ

(F e
fcd)

gβγ
lσµ

α

σ

µ

a

b

c

d

e

f

l

=
∑

k,l,σ,µ,ρ,τ

(F e
fcd)

gβγ
hσµ(F

e
abl)

fαµ
kτρ

σ

τ

ρ
a

b

c

d

e

k

l

の 2通りの変換がある。互いの最左辺が同一なので最右辺も等価でなければならない。したがって F -シンボ
ルは ∑

h,λ,µ,ν

(F g
abc)

fαβ
hλµ(F

e
ahd)

gµγ
kνρ(F

k
bcd)

hλν
lστ =

∑
µ

(F e
fcd)

gβγ
hσµ(F

e
abl)

fαµ
kτρ (3.6.6)

の pentagon identityを満たさなければならない。ゲージ変換 (3.6.1)により F -シンボルも

(F d
abc)

eµν
fχη → (F d

abc)
eµ′ν′

fχ′η′(Y
e
ab)

µ
µ′(Y

d
ec)

ν
ν′(Ŷ

f
bc)

χ′

χ (Ŷ d
af )

η′

η (3.6.7)
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と変更を受けるが、これは (3.6.12) のようなボンドの切り替えにより生じるものではなく、フュージョンテ
ンソル単体の基底の変換に過ぎないため、定義の式で得ようとしている情報ではない。そこで F -シンボルと
言ったときは (3.6.7)によるゲージ変換を同一視した同値類を指すことにする。

3.6.2 MPOで対称なMPS

MPSがMPOで対称であるとは、任意の長さ Lに対してAL
T ·SL

A = SL
A が成り立つことである。より具体的

には、X ∈ MatD×D(C), B ∈ Matχ×χ(C)からMPO AL
T とMPS SL

A を構成したとき、常に Y ∈ MatD×D(C)
が存在して

A

T

A

T

· · ·
· · ·

X

B

=

A A· · ·
Y

が成り立つことをいう。MPSとそのボンドを赤で、MPOとそのボンドを黒で描いている。Sec. 3.6.1の議論
をそのまま繰り返すことで、3脚のアクションテンソル V y,i

ax : Cχa⊗CDX → CDY と V̂ y,i
ax : CDX → Cχa⊗CDY

が
a

x

=
∑
i,y

i i
a a

x x

y y
(3.6.8)

を満たすように構成される。a, x, y を決めるごとに線型独立なアクションテンソルがMy
a,x 個あるとすると、

i, j = 1, . . . ,My
a,x を走る。a, x, y を決めるごとにゲージ変換

V y,i
ax →

∑
i′

(Xy
ax)

i
i′V

y,i′

ax , V̂ y,i
ax →

∑
i′

(X̂y
ax)

i
i′ V̂

y,i′

ax (3.6.9)

の自由度がある。(3.6.3)と同様にして

i jy z

a

x
= z δi,jδy,z

が成り立つ。結合律により L-シンボル

i

j

a

b

x

y

z
=
∑
c,µ,k

(Ly
abx)

z,ij
c,kµ

k

µ
a

b

x
y

c

が定義される。独立基底の個数を数えると、∑
z

My
a,zM

z
b,x =

∑
c

N c
abM

y
c,x (3.6.10)

が成り立つ。F -シンボルと同様に 4本のボンドの組み替えを考えることで、pentagon identity∑
d,n,η,χ

(Ly
abt)

z,ij
d,nη(L

y
dcx)

t,nk
e,mχ(F

e
abc)

d,χη
f,νµ =

∑
l

(Lz
bcx)

t,jk
f,lµ(L

y
afx)

z,il
e,mν (3.6.11)
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が要請される。ゲージ変換 (3.6.9)はやはりアクションテンソル単体の基底変換に過ぎないため、L-シンボル
のゲージ変換

(Ly
abx)

z,ij
c,kµ →

∑
i′,j′,k′,µ′

(Xy
az)

i
i′(X

z
bx)

j
j′(X̂

y
cx)

k
k′(Ŷ c

ab)
µ
µ′(L

y
abx)

z,i′j′

c,k′µ′

を同一視した同値類を L-シンボルと呼ぶことにする。

3.6.3 例
例 1: SPT相
SPT相、すなわち基底状態が単一 (My

a,x = δx,y)の場合を例にとる。(3.6.10)により∑χ
c=1N

c
ab = 1すな

わち a, bのフュージョンで現れる cはただ一つ cab である。injectiveブロック xが単一であることを念頭に、
L-シンボルは

i

i

a

b

x

x

x
=

χ∑
c=1

Nc
ab∑

µ=1

(Lx
abx)

x,ii
c,xµ

i

µ
a

b

x
x

c

= (Lx
abx)

x,ii
cab,xµ i

µ
a

b

x
x

cab

で与えられる。すなわち、

i

µ
a

b

x
x

cab
= (L̂x

abx)
x,ii
cab,xµ

i

i

a

b

x

x

x

を得る。これにより pentagon identity (3.6.11)は

(F e
abc)

d,νµ
f,χη =

(L̂x
abx)

x,ii
d,xµ(L̂

x
dcx)

x,ii
e,xν

(L̂x
bcx)

x,ii
f,xχ(L̂

x
afx)

x,ii
e,xη

と簡略化される。NOT CHECKED YET!!! F -シンボルは 1とゲージ同値になっているので自明。すなわち、
非自明なMPOによる作用で不変にならない単一相の injective MPSは存在しない。逆に、F -シンボルが非
自明なMPOと交換するHamiltonianは unique gappedな基底状態を持たない。

例 2: 群作用によるMPOとMPS

MPO の代数のブロックが有限群 Gの群元でラベルされている場合を考える。フュージョンテンソルの作
用には

h

g

=
g g

h h

gh gh

を要請する。この設定により、対称性が on-siteに作用する Gのユニタリ表現 Og = (ug)
⊗L (g ∈ G)で与え

られる場合の SPTが完全に分類される。ブロックは 1次元でフュージョンテンソルは自明で Nk
g,h = δgh,k で
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ある。*9 F -シンボルは

gh

ghk
k

h

g

= ω(g, h, k)
hk

ghk
g

h

k

(3.6.12)

の形で書くことができ、pentagon identity (3.6.6)は
ω(g, h, k)ω(g, hk, l)ω(h, k, l) = ω(gh, k, l)ω(g, h, kl)

である。ゲージ Y gh
g,h =: βg,h によって F -シンボルには

ω(g, h, k) ∼ ω(g, h, k)
βh,kβg,hk
βgh,kβg,h

の同一視が入る。この 2 本の式は 3 次の群コホモロジーの定義そのものなので、F -シンボルの同値類は
H3(G,C∗)によって分類される。
このMPO {Og}g∈G の作用によって不変なMPSの張る部分空間を考える。単位元は対称性操作を何もし
ないことに対応するため、Oeの作用は自明でなければならず、My

e,x = δx,y である。MPSの重複度は (3.6.10)

により ∑
z

My
g,zM

z
h,x =My

gh,x

となるため、行列
Mg :=

∑
x,y

My
g,x |y〉 〈x|

は Gの線形表現を組む。Mg は可逆で、そのものも逆行列も行列要素My
g,x が非負整数なので、各行・各列に

ただ一つの 1が存在する置換行列である。よって (3.6.8)の帰結として、g ∈ GとMPS block xを決めるご
とに

g

x

=
g g

x x

y y

を満たすMPSブロック y がただ一つ存在する。MPSブロックへの群作用 g · x = y とみなすことができるの
で、アクションテンソルを V y

gx = Vg,x と書くことにする。L-シンボルも簡略化して

g

h

x

y

h · x
= Lx

g,h

g

h

x
y

gh

と書くことにする。Pentagon identity (3.6.11)は
Lx
h,kL

x
g,hk = ω(g, h, k)Lk·x

g,hL
x
gh,k

である。アクションテンソルのゲージ変換は Vg,x → γg,xVg,x (γg,x ∈ C∗) で表せるので、先ほどのフュー
ジョンテンソルのゲージ β と合わせて

Lx
g,h → Lx

g,h

γg,h·xγh,x
γgh,xβg,h

の同一視が入る。

*9 単位元の作用は OeOg = OgOe = Og だが、MPO の表示としては一般に relevant な PBC subspace への射影である。?? し
たがって Og は表現 Oe · H⊗L

loc を組む。
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3.6.4 分類
Hamiltonianの対称性をMPOの言葉で書き換える。本節では周期境界条件におけるMPO (PBC MPO)

で対称な系に興味があるが、ここでは任意の境界条件を課す。そこで対称性の定義を以下のようにする。

Def. 7: MPOを用いたHamiltonianの対称性

周期境界条件の Hamiltonian H と fusion categoryの表現であるMPO {Oa | a ∈ C}をとる。∀a ∈ C
について [H,Oa] = 0が成り立つとき、H は C に対して対称であるという。

局所項のたしあわせで書かれる gappedな周期境界条件の Hamiltonian H0,H1 を考える。

Def. 8

Hamiltonian H0,H1 が同じフュージョン圏 C のもとで対称とする。

• 同じく局所項のたしあわせで書かれる gappedな周期境界条件の Hamiltonian H(γ)が存在し
て、H(0) = H0 |H⊗L

0
,H(1) = H1 |H⊗L

1
. ただしHp は局所 Hilbert空間。

• Hamiltonianの経路 H(γ)は C の injective MPO表現 Oa = O0
a ⊕O1

a ⊕Opath
a と可換。

を満たすとき、H0,H1 は同じ相に属すると言う。

(対称とは限らない) injective MPSにより張られた部分空間から、その parent Hamiltonianを C で対称に
することができる。

3.7 Decorated domain wall構成
SPT相を系統的に構成する方法として decorated domain wall construction [35]が知られている。本稿で
は空間 1次元系に興味があるが、この構成法に限っては 2次元以上における構成の方がわかりやすいので、は
じめに 2次元系における構成方法を紹介する。
例として G = Z2 × ZT

2 対称性を持つ SPT相を考える。ハニカム格子の六角形に Z2 スピンを配置し、交点
にはスピン 1/2を 4つずつ置く。
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第 4章

多極子対称性下のトポロジカル相

本章では空間位置に依存する対称性のもとでのトポロジカル相分類の最も簡単な例として、1 + 1次元多極
子対称性下の SPT相の分類を取り上げる。多極子対称性 (multipole symmetry)とは通常の電荷だけでなく、
双極子や四重極子などの高次多極子を保存する対称性である。電荷の運動に制限を与えるため、フラクトンを
生じる例が多い。本章の内容は主に [36, 37]に基づく。

4.1 多極子対称性
電磁気学において、静電ポテンシャル ϕの多重極展開は

ϕ(x) =
1

4πϵ

∑
n∈Z≥0

1

xn+1

∫
d3r ρ(r)rnPn(cos θ)

と記述される。ここに ϵは真空の誘電率、x = |x|と r = |r|はベクトルの大きさ、Pn は n次の Legendre多
項式、θ は xと r の間の角度である。簡単のため、電荷が直線上にのみ存在するとして直線上の静電ポテン
シャルに着目すると、n次の多極子として

Qn =

∫
dr ρ(r)rn

を定義することで、Coulombの法則を拡張した

ϕ(r) =
1

4πϵ

∑
n∈Z≥0

Qn

rn+1

を得る。
後の議論のため 1次元格子 Λ ⊂ Zに議論を移す。多極子電荷は

Qn =
∑
x∈Λ

ρ(x)xn

で表される。例えば U(1)の n次多極子を保存する対称性 (degree n multipole symmetry)を有するボゾン系
の Hamiltonianは、decorated domain wallの構成法 [35]を用いて minimalに

Ĥn =
∑
x∈Λ

n∏
y=0

b̂
(−1)y(ny)
x+y + h.c.
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図 4.1: dipole symmetryを有する 1次元格子ボゾン系の理論 H1 でのダイナミクス。

と書ける。[38] 実際、ボゾン系にて ρ(x) = b̂†xb̂x なので

[Ĥn, Q̂m] =
∑

x,y∈Λ

n∏
z=0

[
b̂
(−1)z(nz)
y+z , xmb̂†xb̂x

]
+ h.c.

=

となる。n = 1の dipole symmetryでは

Ĥ1 =
∑
x∈Λ

b̂†x−1b̂
2
xb̂

†
x+1 + h.c.

となるが、これにより生成されるダイナミクス eiĤ1t では Fig. 4.1に示すように四重極子の生成と消失しか生
じないことがわかる。特に、粒子が運動するときは必ず複数の粒子がペアを組んで逆向きに移動し、孤立粒子
の運動が許されない。これはまさしくフラクトン系に度々現れる現象である。
以下、対称性 Gを有限可換群とする。ボゾン系やスピン系といった模型の具体形に依存しない議論を行う
ために、Gの忠実な表現を用いる。有限可換群の基本定理から、Gは ZN の直積で表せる。ZN の忠実な表現
として Hilbert空間を CN とする ZN qudit

X |n〉 = |(n+ 1) mod N〉 , Z |n〉 = ωn |n〉 (n ∈ ZN , ω = e2πi/N )

を取る。以下は簡単のため G = ZN とするが、直積群の場合は quditのフレーバーを増やせば同じ議論が可
能である。
空間 1次元の格子 Λ ⊂ Zの各点に ZN quditを配置する。全系の Hilbert空間は∏x∈Λ CN である。x ∈ Λ

の quditの演算子は Xx, Zx で表し、ZxXy = ωδx,yXyZx である。
計算の利便性を考慮し、Gから構成される n次の多極子対称性 (multipole symmetry)を

U (n)
g :=

∏
x∈Λ

Xx(x+1)···(x+n−1)/n!
x

で定義する。第一の注意として、右辺の指数 x(x + 1) · · · (x + n − 1)/n! =
(
x+n−1

n

) は整数値関数である。
また、任意の G 作用は U

(n)
g の組み合わせで表せる。これは、一般に n 次までの整数値関数が (

x+m−1
m

)
(m = 0, 1, . . . , n)の整数係数の線型結合で一意に展開できる (Prop. 17)ことから示される。第三に、U (n)

g は
n次の多極子を保存し、n+ 1次の多極子を生成、消滅させる操作である。実際、n次多極子対称性を有する
系の minimalな Hamiltonianをボゾン系で構成したのと同様に、qudit系でも decorated domain wallを用
いて

Hn =
∑
x∈Λ

n∏
y=0

Z
(−1)y(ny)
x+y + h.c.

とする。各項は X の固有空間における n + 1 次多極子の生成及び消滅を表している。m ≤ n にて
[Hn, U

(m)
g ] = 0となるが、一般にm > nでは交換しない。実際、
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4.2 MPSを用いた多極子 SPT相の分類
(1+1)次元 SPT相はMPSを用いて分類できる。本節では

4.2.1 多極子 SPT相のMPSのゲージ
有限可換群の基本定理から、Gは ZN の直積で表せることを念頭に、以下簡単のため G = ZN とする。直
積因子が複数ある場合も議論は同様である。Gの忠実な表現として Hilbert空間を CN とする ZN スピン系
を 1次元格子 Λの各点に配置する。

X |n〉 = |(n+ 1) mod N〉 , Z |n〉 = e2πin/N |n〉

とし、ZX = e2πi/NXZ である。
SPT基底状態としてMPS

|ψ〉 =
∑
{ix}

Tr
[
· · ·Aix−1AixAix+1 · · ·

]
|. . . , ix−1, ix, ix+1, . . .〉

= · · ·
A A A

· · ·

をとり、次数 r の多極子対称性
U (r)
g =

∏
x∈Λ

(gx)
x(x+1)···(x+r−1)/r!

と並進対称性を要請する。並進対称性と次数 r の多極子対称性から低次の多極子対称性も自動的に満たさ
れる:

U (r)
g T (U (r)

g )−1T−1 =
∏
x∈Λ

g
(x+r−1

r )−(x+r−2
r )

x =
∏
x∈Λ

g
(x+r−2

r−1 )
x = U (r−1)

g

帰納的に、次数 0すなわち群作用が位置に依存しない一様な対称性も有する。MPSの基本定理によって、あ
るユニタリ X

(0)
g が存在して

A(i)

g ·
=

A(i) X
(0)
gX

(0)†
g

が成り立つ。 ·
=は両辺が U(1)位相因子を除いて等しいことを表し、Aの肩についている (i)はサイト番号を

表す。並進対称性を仮定しているので全てのMPSテンソルを同一に A(i) = A(0) とできることに注意。r = 1

の dipole symmetry U
(1)
g による作用は

· · ·
A(i)

gi

A(i+1)

gi+1

· · ·

= · · · (X
(0)†
g )i A(i) (X

(0)
g )i (X

(0)†
g )i+1 A(i+1) (X

(0)
g )i+1 · · ·

= · · ·
A(i) X

(0)†
g A(i+1) X

(0)†
g

· · ·
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のように、MPSテンソルの間に (X
(0)
g )† が混じる。SPT相では定義から基底状態が縮退しないので、

X
(0)†
g A(i) = X

(1)†
g A(x) X

(1)
g

(4.2.1)

が成り立つ。転送行列を用いた厳密な証明は appendix F.3を参照。
同様にして帰納的にランク rのゲージが導出される。ランク r− 1までのゲージ {X(k)

g | g ∈ G}k=0,1,...,r−1

が存在すると仮定する。r 次多極子対称性の作用により

U (r)
g

∑
Tr[· · ·A · · ·] |· · ·〉 ·

=
∑

Tr

[
L∏

i=1

(X(0)†
g )Br(i)A(X(0)

g )Br(i)

]
|· · ·〉

となるが、係数の Trの中身は Br(i) :=
(
i+r−1

r

)を用いて∏
i

(X(0)†
g )Br(i)A(X(0)

g )Br(i) =
∏
i

(X(0)†
g )−Br(i−1)+Br(i)A

=
∏
i

(X(0)†
g )Br−1(i)A

(4.2.2)

と書ける。*1 最後の等号では Pascalの等式

Br(i+ 1)−Br(i) =

(
i+ r

r

)
−
(
i+ r − 1

r

)
=

(
i+ r

r − 1

)
= Br−1(i+ 1)

を用いた。(4.2.1)を用いて∏
i

(X(0)†
g )Br−1(i)A

·
=
∏
i

(X(1)†
g )Br−1(i)A(X(1)

g )Br−1(i)

となり、(4.2.2)左辺にてゲージのランクを 1つ上げ、多項式 Br(i)の次数を 1つ下げた形になる。帰納的に∏
i

(X(0)†
g )Br(i)A(X(0)

g )Br(i) ·
=
∏
i

(X(r−1)†
g )B1(i)A

を得る。基底状態が縮退を許さないことから

X
(r−1)†
g A(i) = X

(r)†
g A(x) X

(r)
g

(4.2.3)

によりランク r のゲージが定義できる。転送行列を用いた議論による厳密な証明は appendix F.3を参照。

4.2.2 開放端条件への作用とゲージ自由度
SPT相はバルクでは自明だが、境界に非自明な自由度を持つ。多極子 SPTでも非自明な自由度が現れる。

*1 ここではバルクに対する作用を考えているので、境界項は無視している。境界でもこの表式が整合するためには対称性の有限可換
群 G =

∏
i ZNi

の各直積因子に対して L = 0 mod Ni を満たす必要がある。[39]では、周期境界条件の 1次元系を幾つかの連
結成分に分割してパッチごとに対称性を考慮する bundle symmetryを導入しており、境界項を無視する妥当性を考察している。
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Lを任意にとって具体的に U
(k)
g |ψ〉の係数を計算すると、(

X(0)
g

)−Bk(1)

A(1)
(
X(0)

g

)Bk(1)(
X(0)

g

)−Bk(2)

A(2) · · ·

· · ·A(L−1)
(
X(0)

g

)Bk(L−1)(
X(0)

g

)−Bk(L)

A(L)
(
X(0)

g

)Bk(L)

=
(
X(0)

g

)−Bk−1(1)

A(1)
(
X(0)

g

)−Bk−1(2)

A(2) · · ·

· · ·A(L−1)
(
X(0)

g

)−Bk−1(L)

A(L)
(
X(0)

g

)Bk(L)

·
=
(
X(1)

g

)−Bk−1(1)

A(1)
(
X(1)

g

)Bk−1(1)(
X(1)

g

)−Bk−1(2)

A(2)
(
X(1)

g

)Bk−1(2)

· · ·

· · ·
(
X(1)

g

)−Bk−2(L)

A(L−1)
(
X(1)

g

)Bk−2(L)(
X(1)

g

)−Bk−1(L)

A(L)

×
(
X(1)

g

)Bk−1(L)(
X(0)

g

)Bk(L)

·
= · · ·
·
=
(
X(l)

g

)−Bk−l−1(1)

A(1)
(
X(l)

g

)−Bk−l−1(2)

A(2) · · ·

· · ·A(L−1)
(
X(l)

g

)−Bk−l−1(L)

A(L)
l∏

n=0

(
X(n)

g

)Bk−n(L)

·
=
(
X(k−1)

g

)†
A(1)

(
X(k−1)

g

)†
A(2) · · ·

· · ·
(
X(k−1)

g

)†
A(L−1)

(
X(k−1)

g

)†
A(L)

k−1∏
n=0

(
X(n)

g

)Bk−n(L)

·
=
(
X(k)

g

)†
A(1)A(2) · · ·A(L)

(
k∏

n=0

(
X(n)

g

)Bk−n(L)
)
.

よって対称性 U
(k)
g の全系への作用が端にゲージとして局在する。

4.2.3 可換群多極子 SPT相の分類
本節では簡単のため Gを有限可換群とする。

■ゲージの交換関係の制限 1 次元 SPT 相の端に現れるゲージは G 射影表現であり、分類は H2(G,U(1))

で与えられた (射影表現については appendix C.2を参照)。X(k)
g は群元 g ∈ Gとランク k の自由度があるの

で、この表示だけから推察すると、素朴には r + 1種類の独立な G作用がある対称性の射影表現、すなわち
G×r の射影表現になって、分類は H2(G×(r+1), U(1))になると予想される。しかし対称性作用が端にゲージ
として現れるので、U の可換性は端のゲージの可換性に対応し、分類は制限される。具体的には、

X
(l)†
h X(k)†

g A · · ·A
k∏

m=0

(X(m)
g )Bk−m(L)

l∏
n=0

(X
(n)
h )Bl−n(L)

= X(k)†
g X

(l)†
h A · · ·A

l∏
n=0

(
X

(n)
h

)Bl−n(L) k∏
m=0

(
X(m)

g

)Bk−m(L)

(4.2.4)

を要請する。
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表 4.1: r = 3のときの θg,h(k, l)の表。赤字で示した部分が独立な成分であり、他は (4.2.7)と (4.2.8)により
決定される。

k\l 0 1 2 3

0 0 0 0 θ(0, 3)

1 0 0 −θ(0, 3) θ(1, 3)

2 0 θ(0, 3) −θ(0, 3)− θ(1, 3) θ(2, 3)

3 −θ(0, 3) 2θ(0, 3) + θ(1, 3) −θ(0, 3)− θ(1, 3)− θ(2, 3) θ(3, 3)

Gが有限可換群であることに注意して、

X(k)
g X

(l)
h =: eiθg,h(k,l)X

(l)
h X(k)

g (4.2.5)

とおく。??でみたように、eiθg,h(k,l) は H2(G×(r+1), U(1))と同型である。よって (4.2.4)を満たす θ を全て
列挙すれば SPT相を分類したことになる。対称性の可換性条件は

exp

[
i

k∑
m=0

l∑
n=0

θg,h(m,n)Bk−m(L)Bl−n(L)− iθg,h(k, l)

]
= 1 (4.2.6)

と整理できる。以下の命題により条件は大幅に簡約される。

Prop. 8

(4.2.6)が任意の L ∈ N及び g, h ∈ Gに対して成り立つことと、

θg,h(m,n) = θg,h(m+ 1, n) + θg,h(m,n+ 1) (for m,n < r) (4.2.7)

θg,h(m,n) = 0 (for m+ n < r) (4.2.8)

が共に成り立つことは同値。

証明は技術的なので appendix F.4に回すが、この命題により任意の g, h ∈ Gに対して θg,h(k, l)を k, l の
表にまとめると、l = r の 1列により表全体が決定される (Tbl. 4.1)。
加えて、(4.2.5)にて再度ゲージを交換することで

eiθg,h(k,l) = e−iθh,g(l,k) (4.2.9)

が成り立つ。

■自由度のカウント これにより Tbl. 4.1 のような表の最右列に残る自由度が計算できる。具体的に r = 3

の場合を例に取るが、一般の r でも同様の議論が可能である。
(4.2.8) により任意の g, h で θg,h(0, 0) = θg,h(0, 1) = θg,h(1, 0) = θg,h(0, 2) = θg,h(1, 1) = θg,h(2, 0) = 0

である。最初に現れる非自明な自由度は θg,h(0, 3)であり、これを決定すると (4.2.7)により

θg,h(0, 3) = −θg,h(1, 2) = θg,h(2, 1) = −θg,h(3, 0)

である。さらに (4.2.9)により

θg,h(0, 3) = −θh,g(3, 0)
(4.2.7)
= θh,g(0, 3)
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となるので、θg,h(0, 3)は g, hの交換に関して対称となる。
続いての自由度 θg,h(1, 3)を決定すると、(4.2.7)により

θg,h(2, 2) = −θg,h(1, 3)− θg,h(0, 3)

であり、右辺はすでに決定した自由度 θg,h(0, 3)を除いて θg,h(1, 3)の逆符号になる。同様に

θg,h(3, 1) = θg,h(1, 3) + 2θg,h(0, 3)

は θg,h(0, 3)を除いて θg,h(1, 3)と等価。(4.2.9)を考慮すると

θg,h(1, 3) = −θh,g(3, 1)
(4.2.7)
= −θh,g(1, 3)− 2θh,g(0, 3)

となり、既出の自由度 θg,h(0, 3)を除いて θg,h(1, 3)は g, hの交換に関して反対称になる。より厳密に言えば、
θg,h(1, 3)の g, hに関する対称性分が

θg,h(1, 3) + θh,g(1, 3) = −2θg,h(0, 3)

となるため、θg,h(0, 3)の自由度で完全に決定される。
θg,h(2, 3)を決定すると、(4.2.7)により θg,h(3, 2)が決定され、(4.2.9)から

θg,h(2, 3)− θh,g(2, 3) = −θg,h(0, 3)− θg,h(1, 3)

となり、すでに決めている自由度を除いて θg,h(2, 3)は g, hの交換に関して本質的に対称。
最後に θg,h(3, 3)を決定すると Tbl. 4.1の全ての成分が決定される。(4.2.9)により

θg,h(3, 3) = −θh,g(3, 3)

なので、θg,h(3, 3)は g, hの交換に関して反対称。
以上の議論から、r = 3 の multipole SPT 相は g, h 対称な θg,h(0, 3), θg,h(2, 3) と g, h 反対称な

θg,h(1, 3), θg,h(3, 3) の 4 種類の独立な自由度で決定される。一般のランク r についても同様の議論が成り
立ち、

• Span{θg,h(k, l) | g, h ∈ G, 0 ≤ k, l ≤ r} = Span{θg,h(k, r) | g, h ∈ G, 0 ≤ k ≤ r}
• θg,h(k, r)は k + r が偶数のとき本質的に g, h反対称、奇数のとき本質的に g, h対称

である。

■自由度の代数による記述 {X(k)
g | g ∈ G, 0 ≤ k ≤ r}は並進対称性の作用を除けば内部対称性 G×(r+1) の

射影表現を組んでいるので、その乗数系は H2(G×(r+1), U(1))で分類される。Künnethの公式により

H2(G×(r+1), U(1)) ∼=
(
H2(G,U(1))

)⊕(r+1) ⊕
(
H1(G,H1(G,U(1)))

)⊕(r+1
2 )

と分解される。H2(G,U(1))は同ランクのゲージ同士の交換関係
[
X

(k)
g , X

(k)
h

]
から現れて Tbl. 4.1の対角成

分に対応し、残りは非対角成分に対応する。
非対角成分 θg,h(k, l) (k 6= l)が本質的に g, h対称なとき、対角部分群G ≤ G×Gの表現 {X(k)

g X
(l)
g | g ∈ G}

の分だけ自由度が自明になる。具体的には

X(k)
g X(l)

g X
(k)
h X

(l)
h = eiθg,h(l,l)eiθg,h(k,k)ei(θg,h(k,l)+θg,h(l,k))X

(k)
h X

(l)
h X(k)

g X(l)
g

= eiθg,h(l,l)eiθg,h(k,k)ei(θg,h(k,l)−θh,g(k,l))X
(k)
h X

(l)
h X(k)

g X(l)
g
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にて、ei(θg,h(k,l)−θh,g(k,l)) がより低ランクの自由度のみで表される。低ランクから順に自由度を決定し
ていくと、対角部分群の射影表現の乗数系は全て既出の自由度で決定される。対角部分群の射影表現
は 1-フレーバー G での分類 H2(G,U(1)) で与えられるので、本質的に g, h 対称な θg,h(k, l) の自由度は
H1(G,H1(G,U(1)))/H2(G,U(1))で与えられる。一方、本質的に g, h反対称な θg,h(k, l)は対称の自由度で
割り直せばいいので、

H1(G,H1(G,U(1)))

H1(G,H1(G,U(1)))/[H2(G,U(1))]
∼= H2(G,U(1))

で与えられる。まとめると、ランク r の多極子 SPT相の分類は

C(r)(G) =

H
2(G,U(1))⊕

⊕r/2
i=0

(
H2(G,U(1))⊕ H1(G,H1(G,U(1)))

H2(G,U(1))

)
(r : even)⊕(r+1)/2

i=0

(
H2(G,U(1))⊕ H1(G,H1(G,U(1)))

H2(G,U(1))

)
(r : odd)

で与えられる。

4.3 decorated domain wallの構成法による多極子 SPT相の具体例
ランク rの多極子 SPT相は ZN スピン系における decorated domain wall構成により具体例を系統的に組
むことができる [39, ?]。Z,X を ZN、Z,X を ZM スピンの一般化 Pauli行列とする。すなわち

ZX = e2πi/NXZ, Z̃X̃ = e2πi/M X̃Z̃.

これらは G = ZN × ZM の忠実な射影表現を構成する。

4.3.1 ランク r = 2n+ 1の多極子 SPT相
η ∈ ZN を用いた Hamiltonianとして

a
(2n+1,η)
j = Xj

(
Zj−n−1Z

−(2n+2
1 )

j−n Z
(2n+2

2 )
j−n+1 × · · · × Z

−(2n+2
2n+1)

j+n Z
(2n+2
2n+2)

j+n+1

)η

= Xj

2n+2∏
k=0

Z
(−1)k(2n+2

k )η
j−(n+1)+k

H(2n+1)
η = −

∑
j

(
a
(2n+1,η)
j + h.c.

)
をとる。任意の i, j で aiaj = ajai を満たすので同時対角化が可能で、基底状態は a

(2n+1,η)
j = 1を全ての j

で満たす状態である。この Hamiltonianは r = 2n+ 1以下のランクの多極子対称性

U (r0) :=
∏
i∈Λ

X
(i+r0−1

r0
)

i

を持つ。詳細の計算は全て appendix F.5を参照。
長さ L� rの open boundary conditionを考える。a1, a2, . . . , an+1 および aL−n, . . . , aL は Hamiltonian

に現れず、

H
(2n+1)
η,OBC = −

L−n−1∑
j=n+2

(
a
(2n+1,η)
j + h.c.

)

84



· · ·
X X X X X X X

Z Z−4 Z6 Z−4 Z

Z Z−4 Z6 Z−4 Z

Z Z−4 Z6 Z−4 Z

Z Z−4 Z6 Z−4 Z

Z Z−4 Z6 Z−4 Z

...
...

...
...

図 4.2: r = 3, r0 = 0における左端への aj の作用。x ≥ 5 = r + 2では Z による作用が自明になる。

表 4.2: ランク 2n+ 1多極子 SPTにおける非自明な交換関係の位相因子 nr1,r2 要確認!!!!!!!!!

r1\r2 · · · n− 3 n− 2 n− 1 n n+ 1 n+ 2 n+ 3 n+ 4 · · ·
... · · ·

n− 3 −1 · · ·
n− 2 1

(
3
1

)
· · ·

n− 1 −1 −
(
2
1

)
−
(
3
2

)
· · ·

n 1 1 1 1 · · ·
n+ 1 −1

n+ 2 1 −1

n+ 3 −1
(
2
1

)
−1

n+ 4 1 −
(
3
1

) (
3
2

)
−1

...
...

...
...

...
...

となる。バルクにおける aj の積は

∏
j∈Λ

(
a
(2n+1,η)
j

)(j+r0−1
r0

)
∣∣∣∣∣∣
x∈bulk

= X
(x+r0−1

r0
)

x

となり、Z による作用が相殺する。Fig. 4.2を参照。これを踏まえると

1 =

L−n−1∏
j=n+2

(
a
(r,η)
j

)(j+r0−1
r0

)
=: Lη†

r0U
(r0)Rη†

r0

と表すことができる。すなわちランク r0 の多極子対称性の基底状態空間への作用は U (r0) = Lη
r0 · R

η
r0 のよう

に台が離れた演算子の積へ分解される。Lr0 を具体的に計算してランクごとに交換関係を見ると、

Lη
r1L

η
r2 = exp

[
2πi

N
ηnr1,r2

]
Lη
r2L

η
r1

の形で書けて、nr1,r2 ∈ Zが Tbl. 4.2のように与えられる。(??)を満たすことに注意せよ。U (r1) と U (r2) は
可換であることから、

Rη
r1R

η
r2 = exp

[
−2πi

N
ηnr1,r2

]
Rη

r2R
η
r1
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によって位相を相殺する。このようにトポロジカル相において線形表現で与えられた対称性演算子が部分系へ
の射影表現へ分裂する性質は symmetry fractionalizationとして知られる [40]。

4.3.2 ランク r = 2nの多極子 SPT相
K = gcd(N,M)と ξ ∈ ZK により

a
(2n,ξ)
j = X†

j+1

(
Z̃j−nZ̃

−(2n+1
1 )

j−n+1 Z̃
(2n+1

2 )
j−n+2 · · · Z̃

(2n+1
2n )

j+n Z̃
−(2n+1

2n+1)
j+n+1

)Mξ

= X†
j+1

2n+1∏
k=0

Z̃
(−1)k(2n+1

k )Mξ

j−n+k

ã
(2n,ξ)
j = X̃j

(
Zj−nZ

−(2n+1
1 )

j−n+1 Z
(2n+1

2 )
j−n+2 · · ·Z

(2n+1
2n )

j+n Z
−(2n+1

2n+1)
j+n+1

)Nξ

= X̃j

2n+1∏
k=0

Z
(−1)k(2n+1

k )Nξ

j−n+k

H
(2n)
ξ = −

∑
j

(aj,ξ + ãj,ξ + h.c.)

と定めると、H(2n)
ξ はランク 2n以下の多極子対称性を有する commuting projector Hamiltonianである。
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第 5章

1+1次元 modulated symmetryのもとでのト
ポロジカル相の分類

一般の modulated symmetry を有する 1+1 次元系トポロジカル相の分類が [41] にて示された。本章では
その結果を概説する。
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付録 A

線型代数に関する命題と証明

本文で用いた線型代数に関する命題とその証明をまとめる。明記しない限り有限次元の複素数体上のベクト
ル空間を考える。本章は主に????を元にしている。

A.1 行列の分解と幾何学的解釈
m× n行列 Aは、Cn 空間から Cm 空間への線形写像である。線形性から、本質的に Cn の基底が Cm へど
のように移されるかだけで決定される。また行列のランクは Cm に移された基底の次元、すなわち残存する基
底ベクトルの本数である。そこで、

1. 変換で残存する Cm の正規直交基底 r = rankA本を指定する
2. r 本の正規直交基底へ移る Cn の基底を指定する

の 2段階に分解できる。1段階目は m成分を有するベクトル r 本を指定する操作であり、m × r 行列で表さ
れる。2段階目は Cn の基底から r本を適切に選び、拡大縮小して Cr 部分空間に制限する操作であり、r × n

行列で表される。これを踏まえて、以下の命題が成り立つ。

Prop. 9: 階数分解

任意のm× n行列M は、r = rankM とすると、m× r行列 B, r × n行列 C を用いてM = BC と
分解できる。特に B†B = 1r とできる。a b

a 特に適切なユニタリを間に挟んで C を半正定値行列 (Def. 16)にすることができる。具体的には、特異値分解 (Thm. 4)

M = UΣV † の結果を用いて B = UV †, C = V ΣV † とすればよい。この場合後述する議論から C が基底ベクトルの
拡大を含み、B が基底ベクトルの回転のみで構成されているので、複素数の極座標表示 z = reiθ になぞらえて極分解と
も呼ばれる。

b B の代わりに CC† = 1とすることもできる。

Prf.

M の列ベクトル {a1, . . . ,an}は r 次元の線形部分空間 V に属する。V の正規直交基底 {b1, . . . , br}
をとると、各 aj は

aj =

r∑
k=1

bkckj
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(a) (b) (c)
(d)

図 A.1: 線形変換 A : Cn → Cm の幾何学的解釈。n = m = 3, r = 2の場合を示す。(a) Cn の単位球 Bn。標
準基底が表面に配置されている。(b) V によって Bn が r 次元球 Br に潰される。(c) Σによって r 次元球が
r 次元楕円体に伸縮される。(d) U によって r 次元楕円体が Cm に埋め込まれる。

と一意に表せる。B を (b1, . . . , br)を列に持つm× r 行列、C を (ckj)を成分とする r × n行列とす
ればM = BC と分解できる。構成から B†B = 1r である。

Sec. 2.1.1の流れを追うと、M の特異値分解も類似の解釈ができることがわかる。Sec. 2.1.1に記法を合わ
せれば、ユニタリ U, V は階数分解 M̃ = B̃C̃ の結果と r × r ユニタリ行列 D̃ を用いて U = B̃D̃, V = D̃†C̃

と表された。階数分解と同様に解釈すれば、V は Cn の標準基底を Cr 部分空間の正規直交基底に移す操作、
U は Cr 部分空間の正規直交基底を Cm の正規直交基底に埋め込む操作であり、Σは基底の長さの拡大、縮小
を表す。
より直感的な解釈として、Cn の単位球 Bn の Aによる変換を考える (Fig. A.1)。Cn の標準基底は Bn の
表面に配置してあり、Aはこの球を Cm の楕円体に変換する。まず V によって Bn は r 次元球 Br に潰され
る。ユニタリ性から、r次元空間では厳密に球体になることに注意。次に Σによってこの r次元球は各基底ベ
クトルの方向に Σの対角成分の値で伸縮され、r 次元楕円体になる。最後にこの r 次元楕円体はユニタリ U

によって Cm 空間に埋め込まれる。ここでもユニタリ性から、楕円体の形は変わらない。

A.2 ノルム
本稿で扱う種々のノルムの定義と性質を概観する。

Def. 9: ノルム

ベクトル空間 V 上のノルムとは、写像 ‖ · ‖ : V → Rであって、任意の v, w ∈ V と α ∈ Cに対し以下
を満たすものをいう。

非負性 ‖v‖ ≥ 0かつ ‖v‖ = 0ならば v = 0

斉次性 ‖αv‖ = |α|‖v‖
三角不等式 ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖

A.2.1 ベクトルノルム
ベクトル空間のノルムで最もメジャーな定義は Euclidノルムだが、性質に応じて他のノルムも用いられる。

89



v

(a) ∥v∥1

v

(b) ∥v∥2

v

(c) ∥v∥∞

図 A.2: ノルムの幾何学的解釈

図 A.3: L1 ノルム (赤), L2 ノルム (黒), L∞ ノルム (青)で定義される R2 上の半径 1の円周

Def. 10: Lp ノルム

v ∈ Cn に対し、Lp ノルムを

‖v‖p :=

(
n∑

i=1

|vi|p
)1/p

と定義する。

Lp ノルムは明らかにノルムの公理 (Def. 9) を満たす。特に L2 ノルムが Euclid 距離、L1 ノルムが
Manhattan距離を与える。L2 ノルムは ‖v‖2 =

√
v†v と表すことができる。L∞ ノルムは p → ∞の自然な

極限として maxi |vi|で定義される。本稿で使うのはこの 3つのみ。Fig. A.2を見てもわかるように、

‖v‖∞ ≤ ‖v‖2 ≤ ‖v‖1 (A.2.1)

が成り立つ。本稿では明示しない限り L2 ノルムを用い、‖v‖と略記する。L1, L∞ ノルムは基底の選び方に
依存することに注意。逆に長さ 1のノルムによる球面を考えることも示唆的である。それぞれのノルムで定義
される R2 上半径 1の円周を描画すると Fig. A.3のようになる。

内積と双対
Def. 11: 内積

ベクトル空間 V 上の内積とは、写像 (·, ·) : V × V → Cであって、任意の u, v, w ∈ V と α ∈ Cに対
し以下を満たすものをいう。

双線形性 (u+ v, w) = (u,w) + (v, w), (u, v + w) = (u, v) + (u,w)

入れ替えが複素共役 (v, u) = (u, v)

正定値性 (v, v) ≥ 0かつ (v, v) = 0ならば v = 0

斉次性 (u, αv) = α(u, v)

90



内積が定義されたベクトル空間ではノルムを内積により ‖v‖ :=
√

(v, v)と定義できる。この定義によると、
中線定理

‖u− v‖2 + ‖u+ v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2)

が成り立つことが簡単に示せる。逆にノルムを誘導する内積が存在する条件は上述の中線定理を満たすことで
あることが [42]にて示されている。

Thm. 10: 中線定理はノルムが内積から誘導されることの必要十分条件

内積 (·, ·)が定義されたベクトル空間 V にて、ノルム ‖ · ‖がこの内積から誘導されたものである必要
十分条件は、このノルムが中線定理

‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2 = 2(‖u‖2 + ‖v‖2) (A.2.2)

を満たすことである。また中線定理を満たすノルム ‖ · ‖を誘導する内積は一意に定まる。

Prf.

まず直ちに
(u+ v, u+ v) + (u− v, u− v) = 2(u, u) + 2(v, v)

を得るので、内積から誘導されるノルムは中線定理を満たす。

(u+ v, u+ v)− (u− v, u− v) = 2(u, v) + 2(v, u) = 2Re(u, v)

および Re(u, iv) = − Im(u, v)により、内積から誘導されるノルムから再度内積を構成できることも
わかる。あとは (A.2.2)を満たすノルムが内積により誘導されることを示せば良い。
ノルム ‖ · ‖が (A.2.2)を満たすとする。演算 〈·, ·〉 : V × V → Cを新たに

Re 〈u, v〉 := 1

4
(‖u+ v‖2 − ‖u− v‖2), 〈u, v〉 := Re 〈u, v〉 − iRe 〈u, iv〉 (A.2.3)

としたとき、〈·, ·〉が内積の公理 (双線形性、入れ替えが複素共役、正定値性、斉次性)を満たすことを
示せば良い。中線定理の式 (A.2.2)にて u→ u± v1, v → v2 と置いた式の引き算により

(‖u+ v1 + v2‖2 + ‖u+ v1 − v2‖2)− (‖u− v1 − v2‖2 + ‖u− v1 + v2‖2)
= 2(‖u+ v1‖2 − ‖u− v1‖2)

となるので、
Re 〈u, v1 + v2〉+Re 〈u, v1 − v2〉 = 2Re 〈u, v1〉 . (A.2.4)

(A.2.3) にて v = 0 を入れると Re 〈u, 0〉 = 0 が得られるので、(A.2.4) にて v1 = v2 とすることで
Re 〈u, 2v〉 = 2Re 〈u, v〉が成り立つ。再度 (A.2.4)は、

Re 〈u, v1 + v2〉+Re 〈u, v1 − v2〉 = Re 〈u, 2v1〉

となり、v1 → (v1 + v2)/2, v2 → (v1 − v2)/2と置き換えることで

Re 〈u, v1〉+Re 〈u, v2〉 = Re 〈u, v1 + v2〉
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が示される。(A.2.3)から直ちに、第 2引数に関する線形性

〈u, v1〉+ 〈u, v2〉 = 〈u, v1 + v2〉

を得る。
三角不等式により

|‖u± αv‖ − ‖u± βv‖| ≤ ‖(α− β)v‖

であり、β → αの極限を取ることで ‖u±αv‖は αに関して連続であることがわかる。よって (A.2.3)

で定義される 〈u, αv〉 も α に関して連続。S := {α ∈ C | 〈u, αv〉 = α 〈u, v〉 ∀u, v ∈ V } とすると、
まず自明に 1 ∈ S である。〈·, ·〉 の第 1引数に関する線形性から α, β ∈ S ならば α ± β ∈ S なので、
Z ⊆ S. β ∈ S ならば 〈u, v〉 =

〈
u, β(β−1v)

〉
= β

〈
u, β−1v

〉なので、両辺 β−1 をかければ β−1 ∈ S も
成り立つ。直ちに Q ⊆ S. 上述の連続性から R ⊆ S. (A.2.3)第 2式から

〈u, iv〉 = Re 〈u, iv〉 − iRe 〈u, iv〉 = i(Re 〈u, v〉 − iRe 〈u, iv〉) = i 〈u, v〉

なので i ∈ S. 以上より C ⊆ S が示され、第 2引数に関する斉次性が成り立つ。
(A.2.3)第 1式により

Re 〈iu, iv〉 = Re 〈u, v〉 = Re 〈v, u〉

なので、この結果を組みあせて

Re 〈u, iv〉 = Re 〈iu, iiv〉 = −Re 〈iu, v〉 = −Re 〈v, iu〉

すなわち (u, v) = (v, u)が成り立つ。
最後に、(A.2.3)で

Re 〈v, v〉 = 1

4
(‖v + v‖2 − ‖v − v‖2) = ‖v‖2

Re 〈v, iv〉 = 1

4
(‖v + iv‖2 − ‖v − iv‖2) = 0

により 〈v, v〉 = ‖v‖2 が成り立つ。以上で 〈·, ·〉が内積の公理を全て満たすことが示された。

単位ベクトル (1, 0, 0, . . . ), (0, 1, 0, . . . )を用いて Lp ノルムによる中線定理を計算すると、

0 = ‖(1,−1)‖2p + ‖(1, 1)‖2p − 2(‖(1, 0)‖2p + ‖(0, 1)‖2p) = 22/p + 22/p − 4

なので、Lp ノルムと整合する内積は p = 2のときにのみ存在する。上記証明での構成から、L2 ノルムに対応
する内積は

Re(u, v) =
1

4
((u+ v)†(u+ v)− (u− v)†(u− v)) =

1

2
(u†v + v†u)

(u, v) = Re(u, v)− iRe(u, iv) = u†v

で、通常の内積であることがわかる。
有限次元ベクトル空間 V の内積 (·, ·) : V × V → Cは V ∼= V ∗ を念頭に V ∗ × V → Cの双対性を表すこと
ができた。双対性に基づいて V ∗ 上のノルムを以下のように与えることができる。
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Def. 12: 双対ノルム

ノルムを ‖ · ‖とするベクトル空間 V の双対空間 V ∗ 上のノルム (双対ノルム)を

‖f‖∗ := sup
v∈V ;∥v∥=1

|f(v)|

と定義する。a

a 定義式右辺のノルムは L2 に限らなくても良い。

V のノルムを L2 ノルムにとったときこの定義が V ∼= V ∗ のノルムと整合的であることは、w ∈ V の双対
を fw としたとき

‖fw‖∗ = sup
v∈V

|fw(v)/‖v‖2| = sup
v∈V

|(w, v)/‖v‖2| = |(w,w)|/‖w‖2 = ‖w‖2

からわかる。L2 ノルムの代わりに L∞ ノルムの双対ノルムを計算してみると、

sup
v∈V ;∥v∥∞=1

|fw(v)| = sup
v∈V ;maxi |vi|=1

∣∣∣∣∣∑
i

wivi

∣∣∣∣∣
である。Fig. A.3のように ‖v‖∞ = 1の単位円は超立方体の表面であり、w との内積を最大にする v は各成
分が wi = sgn(vi)とすれば良い。このとき ‖fw‖∗ =

∑
i |wi| = ‖w‖1 となるので、L∞ ノルムの双対ノルム

は L1 ノルムであることがわかる。

A.2.2 行列ノルム
本稿で用いるのは以下の 3つである。

Def. 13: 行列ノルム

m× n行列 Aに対し、誘導ノルムを

‖A‖ := sup
v∈Cn;∥v∥=1

‖Av‖,

Frobeniusノルムを

‖A‖F :=

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2 =
√
Tr(A†A),

トレースノルムを
‖A‖tr := Tr

√
A†A

と定義する。a

a トレースノルムの三角不等式は非自明だが、(A.2.10) により示せる。それ以外でノルムの公理 Def. 9 を満たすことは
straightforwardに示せる。

appendix A.1 で述べたように、行列は幾何学的解釈が可能で、特に特異値分解はその解釈を明確にする。
行列 Aの特異値分解を A = UΣV †, 特異値の順序を σ1 ≥ σ2 ≥ · · · > 0としてそれぞれのノルムを比較する。

93



誘導ノルム Frobeniusノルム トレースノルム

定義 sup∥v∥=1 ‖Av‖
√
A†A Tr

√
A†A

σ による表現 ‖A‖ = ‖σ‖∞ ‖A‖F = ‖σ‖2 ‖A‖tr = ‖σ‖1
楕円体による解釈 楕円体の最長半径 主軸の二乗平均長 全主軸の合計長

表 A.1: 行列ノルムの比較

ユニタリ U, V は Cr ⊂ Cn のベクトルの 2ノルムを変えず、Cn \ Cr のベクトルを潰すので、

‖A‖ = sup
∥v∥=1

‖UΣV †v‖ = sup
∥v∥=1

‖Σv‖ = σ1 = ‖σ‖∞

が成り立つ。Frobeniusノルムは

‖A‖F =
√
Tr(V ΣU†UΣV †) =

√
Tr(Σ2) =

√∑
k

σ2
k = ‖σ‖2

となる。トレースノルムは
‖A‖tr = Tr

√
V ΣU†UΣV †

と計算される。ここに、
√
Aは A = BB なる行列 B である。平方根の内部は固有値を Σ2 の対角成分とする

エルミート行列なので (cf. Sec. 2.1.1)、ユニタリ行列W と Σ2 を用いて V ΣU†UΣV † = WΣ2W † と対角化
できて、

‖A‖tr = Tr
√
WΣ2W † = Tr

(
WΣW †) = Tr(Σ) = ‖σ‖1

となる。appendix A.1の楕円体を用いた解釈と照合すると、Tbl. A.1のようにまとめられる。3種のベクト
ルノルム間の不等式 (A.2.1)と同様に、

‖A‖tr ≥ ‖A‖F ≥ ‖A‖

が成り立つ。ベクトルノルムと異なり上記のノルムはいずれも基底の取り方に依存しない。また m行 1列の
行列すなわち列ベクトルでは、3つのノルムは全て L2 ノルムに一致する。

内積と双対
Thm. 10を踏まえ上記 3つの行列ノルムの中線定理を調べると、∥∥∥∥(1 0

0 0

)
+

(
0 0
0 1

)∥∥∥∥2 + ∥∥∥∥(1 0
0 0

)
−
(
0 0
0 1

)∥∥∥∥2 − 2

(∥∥∥∥(1 0
0 0

)∥∥∥∥2 + ∥∥∥∥(0 0
0 1

)∥∥∥∥2
)

= 1 + 1− 2(1 + 1) 6= 0

‖A+B‖2F + ‖A−B‖2F − 2(‖A‖2F + ‖B‖2F )

= Tr
[
(A† +B†)(A+B)

]
+Tr

[
(A† −B†)(A−B)

]
− 2Tr

(
A†A

)
+ 2Tr

(
B†B

)
= 0∥∥∥∥(1 0

0 0

)
+

(
0 0
0 1

)∥∥∥∥2
tr

+

∥∥∥∥(1 0
0 0

)
−
(
0 0
0 1

)∥∥∥∥2
tr

− 2

(∥∥∥∥(1 0
0 0

)∥∥∥∥2
tr

+

∥∥∥∥(0 0
0 1

)∥∥∥∥2
tr

)
= (1 + 1)2 + (1 + 1)2 − 2(12 + 12) 6= 0
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なので、Frobeniusノルムのみが内積から誘導されるノルムである。Thm. 10の証明の構成法に従い、

Re(A,B) :=
1

4
(‖A+B‖2F − ‖A−B‖2F ) =

1

2
Tr
(
A†B +B†A

)
(A,B) := Re(A,B)− iRe(A, iB) = Tr

(
A†B

)
が内積となる。

Def. 14: Hilbert-Schmidt内積

m× n行列 A,B に対し、Hilbert-Schmidt内積を

〈A,B〉HS := Tr
(
A†B

)
と定義する。

ベクトルの余弦定理同様、
‖A−B‖2F = ‖A‖2F + ‖B‖2F − 2Re 〈A,B〉HS

なので、特に Aと B のノルムを固定すると Re 〈A,B〉HS は Aと B の間の “角度の小ささ”に相当する。
ベクトルの内積から双対ノルムを定義したように、行列の内積から双対ノルムを定義したい。双対ノルムの
定義式では内積の上限を求めるので、一般に Hilbert-Schmidt内積の上限を評価する不等式が欲しい。一旦導
出の直感的な方針を概説する。A = UAΣAV

†
A, B = UBΣBV

†
B と特異値分解したとき、

〈A,B〉HS = Tr
[
ΣAU

†
AUBΣBV

†
BVA

]
なので、A = ΣA, B = U †

AUBΣBV
†
BVA = UΣBV

† としても一般性を失わない。これまでと同様、特異値は降
順に ΣA = diag(σ1(A), σ2(A), . . . ), ΣB = diag(σ1(B), σ2(B), . . . )とする。

| 〈A,B〉HS | =

∣∣∣∣∣∑
i

σi(A)Bii

∣∣∣∣∣ (A.2.5)

であり、この値を最大にするには大きい σ1(A) に大きい B の成分を対応させるのが良い。はじめに最大の
σ1(A)に対応する B11 を最大に取る。

|B11| = | 〈e1, Be1〉 | ≤ ‖e1‖‖Be1‖ ≤ ‖B‖ = σ1(B)

であり、等号成立条件は e1 が σ1(B) に対応する特異ベクトルに平行なことである。続く σ2(A) に対応する
B22 も同様に |B22| ≤ ‖e2‖‖Be2‖を通して最大化できるが、e2 ∈ Span{e1}⊥ であることに注意すると、e2 が
σ2(B)に対応する特異ベクトルに平行なときに最大値を達成する。この議論を続けることで、(A.2.5)は

| 〈A,B〉HS | ≤
∑
i

|σi(A)Bii| ≤
∑
i

σi(A)σi(B)

と評価される。等号成立は

1. σi(A)Bii の符号が全ての iで同じ
2. ei が σi(B)に対応する特異ベクトルに平行

を共に満たす場合である。2番目の条件は U, V が標準基底を不変にするユニタリ行列すなわち単位行列であ
ることを意味し、U †

AUB = V †
BVA = I である。ここまでの直感的な議論は以下のようにまとめられる。
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Thm. 11: von Neumannのトレース不等式 [43]

m×n行列A,Bの特異値をそれぞれ降順に σ(A) = (σ1(A), σ2(A), . . . ), σ(B) = (σ1(B), σ2(B), . . . )

とする。このとき
|Tr
(
A†B

)
| ≤

∑
i

σi(A)σi(B)

が成り立つ。等号成立条件は A と B が同じ特異ベクトルを持つとき、すなわち特異値分解 A =

UAΣAV
†
A, B = UBΣBV

†
B において UA = eiθUB , VA = eiϕVB と表せること [44, 45]。

不等式に関する精密・厳密な証明は [46]が有名である。あらかじめ以下の補題を示す。

Lem. 18: 二重確率行列の期待値は 1以下

D = (dij)を成分が非負で各行・各列の和が 1である行列 (二重確率行列)とする。実数列 x1 ≥ · · · ≥
xn ≥ 0, y1 ≥ · · · ≥ yn ≥ 0に対し、

n∑
i,j=1

dijxiyj ≤
n∑

i=1

xiyi.

Prf. Lem. 18

数列 (xi), (yi)の構成から非負の実数列 ξi, ηi によって

xr =
∑

r≤i≤n

ξi, yr =
∑

r≤j≤n

ηj

と表せるので、
n∑

r=1

xryr −
n∑

r,s=1

drsxrys =

n∑
r,s=1

(δr,s − drs)xrys

=
∑

1≤r,s≤n

(δr,s − drs)
∑

r≤i≤n

ξi
∑

s≤j≤n

ηj

=
∑

1≤i,j≤n

ξiηj
∑

1≤r≤i;1≤s≤j

(δr,s − drs).

ここで∑s drs = 1により、i ≤ j のときは∑
1≤r≤i;1≤s≤j

(δr,s − drs) ≥
∑

1≤r≤i;1≤s≤n

(δr,s − drs) = 0

であり、同様に i ≥ j のときも左辺は非負である。よって題意を満たす。

Prf. Thm. 11

■A,B が半正定値の場合の不等式 A,B が半正定値行列の場合に不等式を証明する。半正定値行列
の固有値は特異値に一致し、正規直交基底 {vi}, {ṽi}により A =

∑
i σi(A)viv

†
i , B =

∑
i σi(B)ṽiṽ

†
i
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と対角化できる。
Tr
(
A†B

)
=
∑
i,j

σi(A)σj(B)|v†i ṽj |
2

であり、右辺でMij := |v†i ṽj |2 とおくと、∑
i

Mij =
∑
i

ṽ†jviv
†
i ṽj = ṽ†j ṽj = 1∑

j

Mij =
∑
j

ṽ†jviv
†
i ṽj = v†i vi = 1

のように計算できるので、M は二重確率行列である。よって Lem. 18より

|Tr
(
A†B

)
| =

∑
i,j

σi(A)σj(B)Mij ≤
∑
i

σi(A)σi(B). (A.2.6)

■一般の場合不等式 A,B が一般の複素 m × n 行列とする。特異値分解をそれぞれ A =∑
i σi(A)uiv

†
i , B =

∑
i σi(B)ũiṽ

†
i とすると、Cauchy-Schwarzの不等式により

|Tr
(
A†B

)
| =

∣∣∣∣∣∣
∑
i,j

σi(A)σj(B)(u†i ũj)(ṽ
†
jvi)

∣∣∣∣∣∣
≤
√∑

i,j

σi(A)σj(B)|u†i ũj |2
√∑

i,j

σi(A)σj(B)|ṽ†jvi|2.
(A.2.7)

ここで、

(A†A)1/2 =

(∑
i

σi(A)
2viv

†
i

)1/2

=
∑
i

σi(A)viv
†
i ,

(B†B)1/2 =
∑
i

σi(B)ṽiṽ
†
i ,

(AA†)1/2 =
∑
i

σi(A)uiu
†
i ,

(BB†)1/2 =
∑
i

σi(B)ũiũ
†
i

(A.2.8)

は全て半正定値なので、(A.2.7)は

|Tr
(
A†B

)
| ≤

√
Tr
(
(A†A)1/2(B†B)1/2

)√
Tr
(
(AA†)1/2(BB†)1/2

)
≤
√∑

i

σi((A†A)1/2)σi((B†B)1/2)

×
√∑

i

σi((AA†)1/2)σi((BB†)1/2)

=
∑
i

σi(A)σi(B)

と評価できる。
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■等号成立条件 A,B が同じ特異ベクトルを持つとき、すなわち A = UΣAV
†, B = UΣBV

† が成り
立つとき、

Tr
(
A†B

)
= Tr

(
V ΣAU

†UΣBV
†) = Tr(ΣAΣB)

となり、等号が成立し、十分性が得られる。
必要条件であることを示す。以下では特異値に縮退がない場合を考える。特異値に縮退がある場合は
適切な基底の選択により同じ議論に帰着できる。
A,B が共に半正定値の場合、(A.2.6) での等号成立条件は Mij = |v†i ṽj |2 = δij なので、vi と ṽi は
U(1)位相自由度を除いて一致することであり、これは A,B が同時対角化可能であることと等価。縮
退がある場合も適切な並べ替えで同じ条件に帰着する。よって等号成立条件は [A,B] = 0. A,B が
一般の m × n 行列の場合、この条件は [A†A,B†B] = 0 かつ [AA†, BB†] = 0 である。(A.2.8) およ
び特異値の降順に特異ベクトルがすでに並び替えられていることに注意すると、それぞれの可換性は
ui = eiθi ũi, vi = eiϕi ṽi を全ての iについて満たすことと同値。
(A.2.7)の Cauchy-Schwarzの不等式での等号成立条件は、λ ∈ Cが存在して、全ての i, j について

λσi(A)σj(B)(ũ†jui) = σi(A)σj(B)(ṽ†jvi)

となること。上記の等号成立条件と組み合わせると θi − ϕi = θ1 − ϕ1 である。
以上、等号成立の必要条件は UA = eiθUB , VA = eiϕVB であることがわかる。

この不等式を念頭に、各ノルムの双対ノルムを計算する。Frobeniusノルムの双対ノルムは

‖A‖F∗ := sup
B;∥B∥F=1

|Tr
(
B†A

)
| = 1

‖A‖F
sup

Ã;∥Ã∥F=1

|Tr
(
Ã†A

)
|

であり、右辺の最大値は Ã = Aのときに

|Tr
(
A†A

)
| =

∑
i

σi(A)
2 = ‖A‖2F

で達成される。よって Frobenius ノルムの双対ノルムは Frobenius ノルム。誘導ノルムの双対ノルムは
Thm. 11により

‖A‖∗ := sup
B;∥B∥=1

|Tr
(
B†A

)
| ≤ sup

B;∥B∥=1

∑
i

σi(B)σi(A)

と評価される。B は最大特異値を 1として Aと特異ベクトルを共有する行列を取れば良いので、A = UΣV †

に対して右辺を最大にするには B = UV † とすれば上限かつ等号成立。このとき右辺は ‖A‖tr に一致するの
で、誘導ノルムの双対ノルムはトレースノルムであることがわかる。逆にトレースノルムの双対は

‖A‖tr∗ := sup
B;∥B∥tr=1

|Tr
(
B†A

)
| ≤ sup

B;∥B∥tr=1

∑
i

σi(B)σi(A)

A.2.3 演算子ノルム
最後に演算子ノルムを定義する。本稿で用いるのは以下のもののみである。
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Def. 15: 演算子ノルム

線形変換 T : Matm(C) → Matn(C)に対し、演算子ノルムを

‖T‖ := sup
A∈Matm(C);∥A∥=1

‖T (A)‖

と定義する。

A.2.4 ノルムに関する公式
本稿で登場するノルムの計算に有用な公式を導出する。まずはじめに、誘導ノルム・演算子ノルムに関する
以下の性質を示す。

Cor. 4: 誘導ノルム・演算子ノルム中の積

適切なサイズの行列 A,B, ベクトル v に対し、以下が成り立つ。

‖Av‖ ≤ ‖A‖‖v‖

‖T (A)‖ ≤ ‖T‖‖A‖

‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖

‖T1T2‖ ≤ ‖T1‖‖T2‖

第 1式は左辺が線形変換したあとのベクトルのノルム、右辺は Aによる拡大の最大値を v のノルムにかけ
たものである。第 2式も同じ解釈が可能。第 3式右辺は Aによるベクトルの拡大の最大値と B によるベクト
ルの拡大の最大値をかけたものであり、AB による拡大の最大値を下回らない。この解釈に従えば、第 1式で
はベクトル v が Aの主軸に沿うとき、第 2式では B の主軸が Aの主軸に沿うときに等号が成り立つことが
わかる。

Prf.

第 1式は
‖Av‖ = ‖A(v/‖v‖)‖‖v‖ ≤ sup

∥v′∥=1

‖Av′‖‖v‖ = ‖A‖‖v‖

から得られる。第 2式も同様。またこれを用いて、

‖AB‖ = sup
∥v∥=1

‖ABv‖ ≤ sup
∥v∥=1

‖A‖‖Bv‖ ≤ sup
∥v∥=1

‖A‖‖B‖‖v‖

から第 3式を得る。第 4式も同様に示される。

以下の不等式評価は頻繁に登場するが、von Neumannのトレース不等式??を用いると直ちに導ける。
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Prop. 10: 行列積トレースの上限

A ∈ Matm×n(C), B ∈ Matn×m(C)に対し、

|TrAB| ≤ ‖A‖tr‖B‖. (A.2.9)

等号成立は A = U
√
A†Aを極分解として B = U † の時。

Prf.

von Neumannのトレース不等式 Thm. 11より

|TrAB| ≤
∑
i

σi(A)σi(B) ≤
∑
i

σi(A)σ1(B) = ‖A‖tr‖B‖.

等号成立は A,B† の特異ベクトルが一致し、かつ B の全ての固有値が最大固有値に等しいときに成り
立つ。すなわち A = UΣV † に対して B = (Uσ1(B)V †)† = ‖B‖V U † のとき。

これによりトレースノルムの変分表示が可能になる。

Cor. 5: トレースノルムの変分表示

行列 A ∈ Matm×n(C)に対し、

‖A‖tr = sup
B∈Matn×m(C);∥B∥=1

|TrAB|.

トレースノルムが誘導ノルムの双対ノルムであること (cf. appendix A.2.2)と合わせると、トレースノルム
の三角不等式が得られる。

‖A+B‖tr = sup
∥C∥=1

|Tr(A+B)C|

≤ sup
∥C∥=1

|TrAC|+ sup
∥C∥=1

|TrBC| = ‖A‖tr + ‖B‖tr
(A.2.10)

A.2.5 Steinspring拡張

Thm. 12: Steinspring拡張定理

単位元を持つ C∗-代数 A , Hilbert空間 H, H上の有界線形作用素全体の成す C∗-代数 B(H)をとる。
任意の CP写像 Φ : A → B(H)に対して、Hilbert空間 Kと、単位元を単位元に、†を †に移す準同
型 π : A → B(K)および線形写像 V : H → Kが存在して、

Φ(A) = V †π(A)V ∀A ∈ A

とできる。さらに、‖Φ(1A )‖ = ‖V ‖2 が成り立つ。

証明スケッチ。K = A ⊗Hとする。任意の A⊗ h,B ⊗ g ∈ K に対して

〈A⊗ h,B ⊗ g〉K :=
〈
Φ(B†A)h, g

〉
H =

〈
h,Φ(A†B)g

〉
H
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と定義し、semi-linearityによりK全体に拡張する。Φは †を保存するので、この内積はHermitian sesquilin-

ear form である。Φ が CP であることから、この内積は正定値であることが示せる。正定値な Hermitian

sesquilinear formは Cauchy-Schwarz不等式を満たすので

K′ = {x ∈ K | 〈x, x〉K = 0} ⊂ K

は subspace である。K/K′ を考えれば degeneracy を消せて、これを完備化すれば Hilbert 空間が得られる
(これを Kと書き換える)。π(A)(B ⊗ g) = AB ⊗ g, V h = 1A ⊗ hと定義すると π, V が欲しい性質を満たす
ことが確かめられる。
V は H の K への自然な埋め込みであり、V †(A ⊗ h) = Φ(A)hとなる。特に V †V = Φ(1A )が成り立ち、

V is isometry ⇐⇒ Φ(1) = 1.

A.3 正写像
Def. 16: 半正定値・正定値行列

正方行列 A ∈ Matn×n(C)は

半正定値: (v,Av) ≥ 0 ∀v ∈ Cn

正定値: (v,Av) > 0 ∀v ∈ Cn \ {0}

特に、Aが半正定値行列であることを A ≥ 0, 正定値行列であることを A > 0と表す。

定義から直ちに半正定値行列は全ての固有値が非負のエルミート行列であることがわかる。

Def. 17: 正写像

線形変換 T : Matm×m(C) → Matn×n(C)が半正定値性を保存する、すなわち

A ≥ 0 =⇒ T (A) ≥ 0

ならば、T は正写像であるという。特に任意の A ≥ 0, A 6= 0 なる行列に対して T (A) > 0 が成り
立つとき、T は真に正 (strictly positive) であると言って T > 0 と表す。また任意の n ∈ N に対し
て正写像 T と n 次元恒等演算子のテンソル積 T ⊗ In もまた正写像であるとき、T は完全正値写像
(completely positive map: CP map)であるという。

半正定値行列は正方行列に対して定義されるので、正写像は正方行列を正方行列に移す変換である。さら
に、以下の補題によって正写像はエルミート共役を保存する。

Lem. 19

任意の正方行列は半正定値行列の線型結合として表される。
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Prf.

A ∈ Matn×n(C) に対し、A = (A + A†)/2 + i(A − A†)/2i と分解できる。さらにエルミート行列
H ∈ Matn×n(C)は対角化によって

H = U diag(λ1, λ2, . . . , λn)U
† =

∑
k:λk≥0

λk(uku
†
k)−

∑
k:λk<0

|λk|(uku†k)

と表される。

A.3.1 CP写像の表現
CP写像は本稿で頻出するMPSの転送行列のほか、量子情報理論における量子操作 (量子チャネル)にも現
れるためよく解析されている。

Thm. 13: CP写像のKraus表現

T : Matm×m(C) → Matn×n(C)を正線型写像とすると以下は同値。

• T は CP写像である。
• 任意の CP写像は行列の組 {Ai ∈ Matn×m(C)}i を用いて

T (X) =
∑
i

AiX(Ai)†

と表される (Kraus表現)。

Prf.

■CP =⇒ Kraus表現 S = Cm とし、T : S ⊗ S∗ → Matn×n(C)を CP写像とする。R⊗Cm の正
規直交基底を {|i〉S ⊗ |j〉R | 1 ≤ i, j ≤ m}として Bell状態

|Ω〉 =
m∑
i=1

|i〉S ⊗ |i〉R

を定め、これにより Choi行列

CT := (T ⊗ IR)(|Ω〉〈Ω|) =
m∑

i,j=1

T (|i〉〈j|)⊗ |i〉〈j|

を定義する。

TrR[(IR ⊗XT )CT ] =

m∑
i,j=1

T (|i〉〈j|)Tr
[
XT |i〉〈j|

]
=

m∑
i,j=1

T (|i〉〈i|T |j〉〈j|) = T (X)
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であり、T は CP写像なので CT ≥ 0. よって CT を対角化して

CT =
∑
i

λi |ψi〉〈ψi| =
∑
i

∣∣Ai
〉〈
Ai
∣∣ , (

∣∣Ai
〉
:=
√
λi |ψi〉)

と表せば、

T (X) = TrR[(IR ⊗XT )CT ]

=
∑
i

TrR[(IR ⊗XT )
∣∣Ai
〉〈
Ai
∣∣]

=
∑
i

AiX(Ai)†.

■Kraus表現 =⇒ CP T : Matm×m(C) → Matn×n(C)を

T (X) :=
∑
i

AiX(Ai)†

と定めると明らかに線形。任意の整数 k ≥ 0と X ∈ Matm′×m′(C), v ∈ Cn+k に対し、

〈v, (T ⊗ Ik)(X)v〉 =
∑
i

〈
v, (Ai ⊗ Ik)

√
X
√
X(Ai ⊗ Ik)

†v
〉

=
∑
i

‖
√
X(Ai ⊗ Ik)

†v‖2 ≥ 0

なので T は CP写像である。

Kraus表現をMPSで描画すると、つぶれている physicalな脚にXX−1 を挿入しても明らかに不変である。

A

A†

=

A

C

C−1

A†

Kraus表現はテンソル C とそのエルミート共役 A† によって構成するので、C−1 = C† すなわち C としてユ
ニタリのみが許される。一方で virtual な脚に非自明な自由度を追加すると一般に線型写像は保存されない。
この観察から以下の定理が導かれる。

Prop. 11: Kraus表現は physicalな脚についてのユニタリ自由度を持つ

CP写像の Kraus表現として線型独立な行列の組 {Ai}ri=1 と {Bj}r′j=1 による

T (X) =

r∑
i=1

AiX(Ai)† =

r′∑
j=1

BjX(Bj)†

があるとき、r = r′ かつあるユニタリ行列 U ∈ Matr×r(C)が存在して

Bj =

r∑
i=1

UjiA
i, ∀1 ≤ j ≤ r.
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逆にこのようなユニタリ変換で Kraus演算子を変換しても CP写像は不変である。

Prf.

上記のユニタリ変換で Kraus表現が不変であることは自明。
T の Kraus表現として Aと B による 2通りが与えられたとき、Choi行列はそれぞれ

CT =

r∑
i=1

∣∣Ai
〉〈
Ai
∣∣ = r′∑

j=1

∣∣Bj
〉〈
Bj
∣∣

と表される。したがって {
∣∣Ai
〉
}ri=1 と {

∣∣Bj
〉
}r′j=1 は同じ部分空間の基底である。よって r = r′ かつ

あるユニタリ行列 U ∈ Matr×r(C)が存在して

∣∣Bj
〉
=

r∑
i=1

Uji

∣∣Ai
〉
, ∀1 ≤ j ≤ r.

A.3.2 トレースノルムの縮小性
Def. 18: 双対写像

正方行列の間の線型写像 T : Matm×m(C) → Matn×n(C) の双対写像 T ∗ : Matn×n(C) →
Matm×m(C)を、

∀X ∈ Matm×m(C), Y ∈ Matn×n(C), Tr[Y T (X)] = Tr[T ∗(Y )X]

により定義する。a

a ベクトル空間 V,W 間の写像 T : V → W をとる。V,W それぞれの双対空間を V ∗,W ∗ としたとき、
T ∗ : W ∗ → V ∗

∈ ∈

f 7→ f ◦ T

を一般に T の双対写像という。上記の定義は (X,Y ) := Tr[XY ]によって双対空間を対応させたときの随伴写像に他な
らない。通常の Hilbert-Schmidt 内積により双対空間を対応させるのではないため、一般に T † 6= T ∗ である。例えば
T : Mat2(C) → Mat2(C)を

T (X) = AX, A =

(
1 1
0 1

)
と定めると、Tr[T ∗(X)Y ] = Tr[XT (Y )] = Tr[XAY ] より双対写像は T ∗(X) = XA で定まる。一方 Hilbert-

Schmidt随伴は

Tr
[
(T †(X))†Y

]
HS

=
〈
T †(X), Y

〉
HS

def
= 〈X,T (Y )〉HS = Tr

[
X†AY

]
= Tr

[
(A†X)†Y

]
より T †(X) = A†X 6= T ∗(X)となる。

双対写像を導入することで、トレースや Hilbert-Schmidt内積の中の行列に対する線型写像の作用を “剥が
す”ことができる。例えばトレースノルムの変分表示 (Cor. 5)に適用すると、以下の不等式を得る。

104



Lem. 20: トレースノルムの縮小性 1

T : Matm(C) → Matn(C)に対して、任意の X ∈ Matm(C)について

‖T (X)‖tr ≤ ‖T ∗‖‖X‖tr

が成り立つ。

Prf.

トレースノルムの変分表示 (Cor. 5)を用いて

‖T (X)‖tr = max
U∈Matn(C)

∥U∥=1

|Tr[UT (X)]|

= max
U∈Matn(C)

∥U∥=1

|Tr[T ∗(U)X]|

= max
U∈Matn(C)

∥U∥=1

|Tr
[
(T ∗(U))†X

]
|

≤ max
U∈Matn(C)

∥U∥=1

‖T ∗(U)‖‖X‖tr = ‖T ∗‖‖X‖tr.

右辺で得られた ‖T ∗‖をさらに評価したい。というのも、行列の誘導ノルム ‖A‖は A†Aの固有値から最大
特異値を簡単に計算できるのに対し、線型写像のノルム、しかも T の双対のノルムは計算が難しいからであ
る。行列の誘導ノルムがトレースノルムの双対であることを思い出すと、

‖T ∗‖ = sup
X∈Matn(C)

∥X∥=1

‖T ∗(X)‖

= sup
X∈Matn(C)

∥X∥=1

sup
Y ∈Matm(C)
∥Y ∥tr=1

|Tr[Y T ∗(X)]|

= sup
X∈Matn(C)

∥X∥=1

sup
Y ∈Matm(C)
∥Y ∥tr=1

|Tr[T (Y )X]|

≤ sup
X∈Matn(C)

∥X∥=1

sup
Y ∈Matm(C)
∥Y ∥tr=1

∑
i

σi(T (Y ))σi(X)

≤ sup
X∈Matn(C)

∥X∥=1

sup
Y ∈Matm(C)
∥Y ∥tr=1

‖T (Y )‖tr‖X‖ = sup
Y ∈Matm(C)
∥Y ∥tr=1

‖T (Y )‖tr

と変形できる。第 1の不等号は von Neumannのトレース不等式 (Thm. 11)、第 2の不等号は σi(X) ≤ ‖X‖
を用いた。
さて、もし上限を与える Y が半正定値なら最右辺は T (Y )のトレースに一致する。加えて T がトレース不
変な正写像であれば ‖T (Y )‖tr = Tr[T (Y )] = TrY = ‖Y ‖tr = 1となるので、‖T ∗‖ ≤ 1となる。しかし、Y
が半正定値であるとは限らないので、この議論は不十分である。とはいえ、T がトレース不変な (TP: trace

preserving) 正写像であるという条件を加えることによって不等式評価の方針が見えることは示唆的である。
途中式に supX supY |Tr[T (Y )X]|が現れていた。もしここで X ∈ CI と特定できればトレース不変性から値
は 1と評価できる。すなわち、‖T ∗(X)‖の最大を与える X が CI に属することを示せればよい。
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観察として、エルミート行列 X が ‖X‖ ≤ 1を満たすとき、
−I ≤ X ≤ I

が成り立つことに注目する。*1 正写像 T はこの不等式を保存し、−T (I) ≤ T (X) ≤ T (I)が成り立つ。最大特
異値の比較により、

‖T (A)‖ ≤ ‖T (I)‖

である。この関係式は Aがエルミートな場合にしか成立しないが、より一般に A ∈ Matn(C)で成り立てば演
算子ノルム ‖T‖ := sup∥X∥=1 ‖T (X)‖は ‖T (I)‖に等しいと期待される。実際、Aはエルミートに限らなく
てもこの評価が正しいことが知られている。

Thm. 14: Russo-Dyeの定理

正写像 T に対して ‖T‖ = ‖T (I)‖.

証明に先立ち以下の補題を示す。

Lem. 21

‖A‖ ≤ 1 ⇐⇒
(
I A
A† I

)
≥ 0

Prf. Lem. 21

特異値分解を A = UΣV † と書くと、(
I A
A† I

)
=

(
U 0
0 V

)(
I Σ
Σ I

)(
U † 0
0 V †

)
=

(
U 0
0 V

)⊕
i

(
1 σi
σi 1

)(
U † 0
0 V †

)

なので固有値は {1± σi}である。よって
(
I A

A† I

)
≥ 0 ⇐⇒ σ1 = ‖A‖ ≤ 1.

Prf. Thm. 14

■T (I) = I =⇒ ‖T‖ = 1 一般のユニタリ行列 U ∈ U(n)を射影 Pi により

U =
∑
i

eiθiPi

と固有値分解する。∑i Pi = 1に注意して(
I T (U)

T (U)† I

)
=
∑
i

(
T (Pi) eiθiT (Pi)

e−iθiT (Pi) T (Pi)

)
=
∑
i

(
1 eiθi

e−iθi 1

)
⊗ T (Pi).

*1 行列の不等式 A ≤ B は B −A ≥ 0で定義する。
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右辺について任意の a, b ∈ Cに対し

det

(
1 eiθi

e−iθi 1

)
= 0, Tr

(
1 eiθi

e−iθi 1

)
= 2

なので、固有値は 0, 2であり、半正定値行列である。Lem. 21より ‖T (U)‖ ≤ 1.

一般に ‖A‖ = 1なる行列 Aを固有値分解して A = UΣV † と書くと、σi(A) = cos θi なる θi が存在
する。

A =
1

2
U diag

(
eiθi + e−iθi

2

)
V † =

1

2

(
U diag(eiθi)V † + U diag(e−iθi)V †)

なので、

‖T (A)‖ = sup
∥A∥=1

‖T (A)‖

=

∥∥∥∥12T (U diag(eiθi)V †)+ 1

2
T
(
U diag(e−iθi)V †)∥∥∥∥ ≤ 1

T (I) = I ならば ‖T (I)‖ = ‖I‖ = 1なので、‖T‖ = 1.

■T (I) > 0の場合 T ′(A) := T (I)−1/2T (A)T (I)−1/2 と定めると T ′(I) = I. 従って

‖T (A)‖ = ‖T (I)1/2T ′(A)T (I)1/2‖

≤ ‖T (I)‖1/2‖T ′(A)‖‖T (I)‖1/2

= ‖T (I)‖‖T ′(A)‖ ≤ ‖T (I)‖‖T ′‖‖A‖ = ‖T (I)‖‖A‖

よって ‖T‖ = supA ̸=0 ‖T (A)‖/‖A‖ ≤ ‖T (I)‖. 上限を導く際 A = I とすれば等号が成り立つので、
‖T‖ = ‖T (I)‖.

我々はトレースノルムの縮小性 (Lem. 20)に端を発して ‖T ∗‖の評価を目指していた。Russo-Dye の定理
(Thm. 14)を適用するために、T ∗ が正写像であることが必要である。

Cor. 6: 正写像の双対も正写像

T : Matm(C) → Matn(C)が正写像であれば、その双対写像 T ∗ : Matn(C) → Matm(C)も正写像で
ある。

Prf.

X ≥ 0とする。任意の v ∈ Cm に対して、

〈v|T ∗(X)|v〉 = Tr[T ∗(X) |v〉〈v|] = Tr[XT (|v〉〈v|)]

である。右辺 |v〉〈v|は射影なので半正定値、X も半正定値なので、右辺は常に非負。

ここまでの議論によって、トレース不変な正写像によりトレースノルムが縮小されることが導かれる。
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Thm. 15: TP正写像によるトレースノルムの縮小性

正写像 T : Matm(C) → Matn(C)がトレースを保存するなら ‖T (X)‖tr ≤ ‖X‖tr.

Prf.

Cor. 6により T ∗ にも Russo-Dyeの定理 (Thm. 14)が適用でき、‖T ∗‖ = ‖T ∗(I)‖である。行列の誘
導ノルムはトレースノルムの双対ノルムであるから、

‖T ∗‖ = sup
∥Y ∥tr≤1

|Tr
[
Y †T ∗(I)

]
| = sup

∥Y ∥tr≤1

|Tr
[
IT (Y †)

]
|

だが、T がトレースを保存するならば右辺は sup |Tr(Y )
∗| = 1に等しい。Lem. 20により題意を得る。

A.3.3 既約正写像のスペクトル
本稿にて正写像は主にMPSから構成される転送行列の表示に用いられる。特に 2点相関関数の漸近的振る
舞いを議論する際、同じ転送行列を何回も作用させる。古典 Ising模型の厳密解では転送行列を無限回作用さ
せる極限を取ることで最大固有値の寄与のみが残った。MPSから構成される転送行列でも同様の振る舞いが
期待される。
行列同様、正写像についても固有方程式を考察することで、線型空間の基底に依存しない性質を抽出できる
と期待される。固有方程式は T (X) = λX の形で与えられるため、λ − T が可逆でないことを “固有値”λの
定義とできる。

Def. 19: スペクトル集合・スペクトル半径

線形変換 T : Matn×n(C) → Matn×n(C)に対して、

スペクトル集合: Sp(T ) := {λ ∈ C | λ− T is not invertible}
スペクトル半径: ρT := supλ∈Sp(T ) |λ|

と定義する。

特に T が正写像であれば半正定値行列を半正定値行列に変換するので、“固有ベクトル”に半正定値行列 X

があればスペクトル λは非負実数になる: もし対応するスペクトル λが負または虚数であれば、任意のベクト
ル v に対して (v, T (X)v) = λ(v,Xv) /∈ R≥0 となって正値性に矛盾する。
TP写像に限るとスペクトル半径が制限される。

Lem. 22: スペクトルは双対写像のスペクトル

正線形写像 T とその双対写像 T ∗ のスペクトルは一致する。
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(a) 初期状態 (b) A作用後 (c) A2 作用後

図 A.4: 半正定値行列 Aによる R2 上単位円の変換。太い黒矢印が固有ベクトルと固有値を表し、赤破線は最
大固有値の固有ベクトル方向を主軸とする凸円錐の表面を表す。初期状態に Aを作用すると最大固有値に対
応する主軸へとつぶれていく。

Prf.

ker(T − λ) 6= {0} のとき Im(T − λ)⊥ 6= {0}. すなわちある B ∈ Matn×n(C) が存在して任意の
A ∈ Matn×n(C)に対し

0 = Tr[B(T − λ)(A)] = Tr[(T ∗ − λ∗)(B)A]

なので ker(T ∗ − λ∗) 6= 0. したがって λ ∈ Sp(T )ならば λ ∈ Sp(T ∗)が得られる。T ∗∗
= T なので、

T と T ∗ のスペクトルは一致する。

Lem. 23: TP写像のスペクトル半径は 1

正線形 TP写像のスペクトル半径は 1.

Prf.

まず任意の A ∈ Matn×n(C)に対し

Tr[A] = Tr[T (A)] = Tr[AT ∗(I)]

なので T ∗(I) = I. Russo-Dyeの定理 (Thm. 14)により ‖T ∗‖ = ‖T ∗(I)‖ = 1. したがって T ∗ のス
ペクトル半径は 1である。Lem. 22より T のスペクトル半径も 1.

続く議論のため、半正定値行列 A に対する Perron-Frobenius の定理で直感を醸成しておく。正規直交固
有基底 {|vi〉} を選び、固有値の大きい順に (固有値 λi が λ1 ≥ λ2 ≥ · · · となるように) 並べる。Fig. A.4

のように、A による変換によって最大固有値に対応する固有ベクトル方向が支配的になる。極端には、
limn→∞An/‖An‖は最大固有値に対応する固有ベクトルが張る部分空間への射影になる。途中の変換を観察
すると、固有ベクトル以外のベクトルは最大固有値に対応する v1 方向へ傾く。すなわち、原点を頂点として
v1 方向に伸びる凸円錐が、Aによる変換で鋭くなっていく。
最大固有値が縮退している場合凸円錐が 1次元に潰れなくなるので、このような事例を排除したい。このよ

うな状況では 2次元以上の空間が残るため、基底の張り替えによって最大固有値の固有ベクトルに v =

(
α

0

)
(α ∈ C) のようにいずれかの成分が 0 になるような固有ベクトルを選べる。行列の作用を成分ごとに観察す
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ると、 (
A11 A12

A21 A22

)(
α
0

)
=

(
A11α
A21α

)
だが、v が固有ベクトルである仮定から A21α = 0が成り立つ。このような上三角行列は射影 P2 = diag(0, 1)

により AP2C2 ⊆ P2C2 を満たす。対偶を取れば、非自明な射影が存在しなければ最大固有値は非縮退となり、
凸円錐は 1次元に潰れるだろう。この射影の有無は群の表現における可約・既約の概念を想起させる。
本稿に直接関係しないため証明は省くが、上記の議論は以下の定理にまとめられる。

Thm. 16: Perron-Frobeniusの定理

半正定値行列 Aがあるm ∈ Nで Am > 0となるとする。このとき Aの絶対値最大の固有値は正の実
数であり、その対応する固有空間は 1次元であり、すべての成分が正の固有ベクトルを持つ。

同様の議論を正写像 T についても適用する。ベクトル空間における円錐のアナロジーから、行列空間にお
ける凸円錐 Kは

• X ∈ K, α ≥ 0ならば αX ∈ K
• X,Y ∈ Kならば X + Y ∈ K
• X ∈ Kかつ −X ∈ Kならば X = 0

を満たす集合として定義できる。半正定値行列全体の集合 Kpsd は凸円錐を成しており、T (Kpsd) ⊆ Kpsd す
なわち円錐の角度は広がらない。半正定値行列とのアナロジーから、少々飛躍はあるが、

• 凸円錐の “中心軸”は固有ベクトル
• 凸円錐の “中心軸”に対応する固有値が絶対値最大
• T が既約なら最大固有値は非縮退

であることが期待される。この直感を厳密にするのが Krein-Rutmanの定理である。
はじめに、正写像の可約・既約性を定義する。

Def. 20: 正写像の可約・既約

正線形写像 T に対し非自明な射影 P 6= 0, I であって

PρP = ρ =⇒ T (PρP ) ⊆ PT (ρ)P

を満たすものが存在するとき、T は可約 (reducible)であるという。可約でない T は既約 (irreducible)

であるという。

この定義を使いやすいように変形した同値条件を以下に示す。

Lem. 24: 既約な正写像と等価な条件

線形正写像 T : Matn×n(C) → Matn×n(C)に対し、以下は同値。

1. T は既約
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2. 任意の 0 6= A ≥ 0に対し (I + T )n−1(A) > 0

3. 任意の 0 6= A,B ≥ 0 で 〈A,B〉HS = 0 となるものに対し、k ∈ {1, . . . , n − 1} によって
Tr
[
BT k(A)

]
> 0が成り立つ

Prf.

■item 1 =⇒ item 2 A > 0なら (I + T )(A) > 0なので、Aには 0固有値があると仮定して良い。
任意の v ∈ Cn に対し

〈v, (I + T )(A)v〉 = 〈v,Av〉+ 〈v, T (A)v〉

なので、ker(I + T )(A) ⊆ kerA. この等号が成り立つと仮定すると、suppA = supp(A + T (A)) な
ので suppT (A) ⊆ supp(A)である。よって P を suppAへの射影とすることで T (PMatn×n(P )) ⊆
PMatn×n(P )が成り立つ。T は可約としているので P = I であり、このとき Aに 0固有値はなく、
仮定に矛盾する。したがって ker(I + T )(A) ⊊ kerAであり、ker(I + T )の作用によってランクが真
に増大する。高々 n− 1回繰り返せばフルランクになるので、(I + T )n−1(A) > 0.

■item 2 =⇒ item 3 X > 0と Y ≥ 0はともにエルミート行列なので、

〈X,Y 〉HS = Tr[XY ] = Tr
[√

Y
†
X
√
Y
]
> 0 (A.3.1)

となる。よって

0 <
〈
B, (I + T )n−1(A)

〉
HS

=

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)〈
B, T k(A)

〉
HS

=

n−1∑
k=1

(
n− 1

k

)〈
B, T k(A)

〉
HS
.

右辺各項は非負なので、いずれかの k ∈ {1, . . . , n− 1}に対し 〈B, T k(A)
〉
HS

> 0が成り立つ。

■item 3 =⇒ item 1 射影 P 6= 0, I が T (PMatn×n(C)P ) ⊆ PMatn×n(C)P を満たすと仮定する
と、任意の k ∈ Nに対し

Tr
[
(I − P )T k(P )

]
= 0

なので A = I − P,B = P とすれば対偶が示される。

以上の準備により、有限次元における Krein-Rutmanの定理を示す。

Thm. 17: 有限次元におけるKrein-Rutmanの定理

T を既約な正写像とする。半正定値行列の空間 Kpsd において

r : Kpsd → R, r(X) := sup{λ ≥ 0 | T (X) ≥ λX}

とその上限
r := sup

X∈Kpsd

r(X)
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を定義したとき、

1. 上限 r を実現する Z は正定値 Z > 0

2. T (Z) = rZ

3. λ = r なる固有空間は縮退しない
4. r = ρT (スペクトル半径)

5. T 固有値 λが正で固有ベクトル Y が半正定値のとき (i.e. T (Y ) = λY ≥ 0)、λ = r

Prf.

■item 1 a > 0に対して r(aX) = ar(X)なので Tr(X) = 1としても一般性を失わない。S = {X ∈
Kpsd | Tr(X) = 1}はコンパクトなので、r|S が連続なら S 上で最大値を取る。
X > 0なら T (X) > 0なので、

r(X) = ‖T (X)−1/2XT (X)−1/2‖−1

とでき、正定値行列空間 {X ∈ Kpsd | X > 0}上で連続。

N := (1 + T )n−1S = {(1 + T )n−1(X) > 0 | X ∈ Kpsd,Tr(X) = 1}

は正定値行列空間のコンパクト部分集合なので、r|N は Z ∈ N で最大値を取る。
X ∈ S, Y = (1 + T )n−1(X) ∈ N をとる。by definitionで T (X)− r(X)X ≥ 0なので

(T − r(X))(Y ) = (T − r(X))(1 + T )n−1(X) = (1 + T )n−1(T − r(X))(X) ≥ 0. (A.3.2)

よって T (Y ) ≥ r(X)Y . 一方で r(Y )の定義と照合すると、∀X ∈ S で r(Y ) ≥ r(X). よって

r ≥ max
X∈N

r(X) ≥ sup
X∈S

r(X) = sup
X∈M+

r(X) = r

より r = maxX ∈ Nr(X)が成り立つ。よってある正定値行列 Z > 0で上限 r が実現される。

■item 2 T (Z)− rZ 6= 0を仮定する。W = (1 + T )n−1(Z)とすると

T (W )− rW = (1 + T )n−1(T (Z)− rZ) > 0

だが、(A.3.2)以下の議論を等号なしで繰り返すことで r(W ) > r(Z) = r となり、これは r の最大性
に矛盾。よって T (Z) = rZ.

■item 3 Z に比例しない別の固有ベクトル Z ′ によって T (Z ′) = rZ ′ が成り立つとする。r ∈ Rな
ので Z ′ はエルミート行列として良い。a Z−1/2Z ′Z−1/2 のスペクトル分解を

Z−1/2Z ′Z−1/2 =

n∑
a=1

λaPa, λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn

とすれば、
λ1 − Z−1/2Z ′Z−1/2 =

n∑
a=2

(λ1 − λa)Pa ≥ 0
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Reλ

Imλ

ρT

図 A.5: 既約正線型写像のスペクトルの分布

はフルランクではない。よって λ1Z − Z ′ もフルランクではないが、

0 < (1 + T )n−1(λ1Z − Z ′) = (1 + r)n−1(λ1Z − Z ′)

に矛盾。

■item 4

T̃ (A) :=
1

r
Z−1/2T (Z1/2AZ1/2)Z−1/2

は T̃ (I) = I を満たす正写像である。Russo-Dyeの定理 (Thm. 14)により ‖T̃‖ = 1. T の固有方程式
を T (A) = αAとすると、

T̃ (Z−1/2AZ−1/2) =
α

r
Z−1/2AZ−1/2

なので、
1 = ‖T̃‖ ≥ |α|

r

である。A = Z のとき α = r なので、r = ρT .

■item 5 Lem. 22より rは双対写像 T ∗ の正定値行列X ′ を固有ベクトルとするスペクトルでもある
ので、

rTr[X ′Y ] = Tr[T ∗(X ′)Y ] = Tr[X ′T (Y )] = λTr[X ′Y ].

(A.3.1)で見たように Tr[X ′Y ] > 0なので、λ = r.

a T の実固有値の固有ベクトルを Aとしたとき、A+A† も同じ固有値の固有ベクトル。

ここまでの結果を踏まえ、正写像のスペクトルの性質をまとめておく。本節冒頭で見たように正写像はエル
ミート性を保存する。したがって T (X) = λX の固有方程式両辺のエルミート共役をとることで

T (X†) = λ∗X†

が成り立ち、固有値の複素共役も固有値になる。Krein-Rutmanの定理 (Thm. 17)と合わせると、固有値の
分布は Fig. A.5のようになる。右端の赤点で表した λ = ρT の固有値は縮退せず、固有ベクトルは正定値行
列である。
MPSは物理的に等価でも virtual な足にゲージを与えた異なる表現を持つ。ゲージ変換でスペクトルの性
質は変わってほしくない。これを念頭に、相似変換が既約性を保存することを示す。
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Prop. 12: 相似変換は既約性を保存

T : Matn×n(C) → Matn×n(C)を既約な正線形写像とする。任意の c > 0, 可逆行列 C ∈ Matn×n(C)
に対し、

T ′(·) := cC−1T (C · C†)(C†)−1

も既約な正線形写像である。

Prf.

T ′ が射影 Q 6= 0によって T ′(QMatn×n(C)Q) ⊆ QMatn×n(C)Qを満たすとする。すなわち

cC−1T (CQMatn×n(C)QC†)(C†)−1

= cC−1T (CQC†Matn×n(C)CQC†)(C†)−1

= cC−1T (PMatn×n(C)P )(C†)−1

⊆ QMatn×n(C)Q.

こ こ に 、P は suppCQC† へ の 射 影 で あ る 。可 逆 行 列 は ラ ン ク を 変 え な い の で
rankX∈Matn×n(C) T (PXP ) ≤ rankQだが、T は既約かつ Q 6= 0なので P = I に限られる。よって
Q = I となり、T ′ も既約。

Krein-Rutmanの定理は次の意味で逆を持つことを示す。

Thm. 18: スペクトルと既約性の同値条件

T : Matn×n(C) → Matn×n(C)をスペクトル半径 ρT の正線型写像とする。以下は同値。

1. T は既約
2. スペクトル半径は縮退しない固有値で、対応する左右固有ベクトルは正定値 (i.e. T (X) =

ρTX > 0, T ∗(Y ) = ρTY > 0)

Prf.

■1. =⇒ 2. Krein-Rutmanの定理 (Thm. 17)そのもの。

■2. =⇒ 1. 相似変換として Prop. 12 でいうところの c = 1/ρT , C = Y −1/2 をとる。このとき
T ′(

√
Y X

√
Y ) =

√
Y X

√
Y > 0が直ちにわかる。Thm. 17よりスペクトル半径が 1であり、Lem. 23

と合わせると T ′ は TP 写像。さらに Prop. 12 より最大固有値 1 の縮退度は変わらない。ここで T ′

が可約、すなわち射影 P 6= 0, I が存在して T ′(PMatn×n(C)P ) ⊆ PMatn×n(C)P を満たすとする。
T ′ は TPなので T ′|PDP : PDP → PDP が定義できて、Brouwerの不動点定理 CITE BROUWER

FIXED POINT THEOREM!!!!!!より ρ0 ∈ PDP s.t. T ′(ρ0) = ρ0 が存在する。
√
Y X

√
Y > 0なの

でこれは ρ0 ∈ PDP と一致せず、スペクトル半径 1の固有値が縮退して仮定に矛盾する。
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peripheral spectrum

Fig. A.5 で表したように λ = ρT となる固有値は縮退しないが、スペクトル半径上には他の固有値が
存在しうる。このような固有値は凸円錐の回転や反転を含んだ変換に対応する。T を何度作用させても
λ = ρT の固有値と同じ大きさを持つため、Tn の n → ∞ 極限でも寄与が残る。このようなスペクトル
S = {λ ∈ C | λ ∈ Sp(T ), |λ| = ρT } を peripheral spectrum という。正写像を適切に規格化することで
ρT = 1とすれば、S は単位円周上に配置できる。Thm. 17より 1は必ず S に入る。もし S の任意の元が有
理数 k/mによって e2πik/m の形で表せれば、Tm を考えることでスペクトル半径上の固有値が 1のみになっ
て扱いやすい。代償として既約性が失われるが、再度既約分解すれば上述の議論を適用できる。しかし指数が
無理数によって表される場合は peripheral spectrumの寄与を除去できない。実際にはこの懸念は解消される
ことが以下の定理により示される。

Prop. 13: Peripheral spectrumは整数乗根

T : Matn×n(C) → Matn×n(C)を既約で T (I) = I となる正線形写像で、Schwarzの不等式

∀X ∈ Matn×n(C), T (X†X) ≥ T (X†)T (X)

を満たすとする。peripheral spectrumはあるm ∈ {1, . . . , d2}により {ρT e2πik/m | k ∈ Zm}の形で
表される。

証明にあたり、以下の補題を示す。

Lem. 25

T が Schwarzの不等式を満たし、さらにある X ∈ Matn×n(C)にて

T (X†X) = T (X†)T (X), T (XX†) = T (X)T (X†)

を満たすとき、任意の Y ∈ Matn×n(C)に対し

T (X†Y ) = T (X†)T (Y ), T (Y X†) = T (Y )T (X†)

が成り立つ。

Prf. Lem. 25

t ∈ Rに対して
f(t) := T ((X + tY )†(X + tY ))− T (X + tY )†T (X + tY )

とおく。Schwarzの不等式より f(t) ≥ 0. 展開すると

f(t) = T (X†X)− T (X†)T (X)

+ t
(
T (X†Y )− T (X†)T (Y ) + T (Y †X)− T (Y †)T (X)

)
+ t2

(
T (Y †Y )− T (Y †)T (Y )

)
.

第 1項は仮定より 0, 第 3項は Schwarzの不等式より半正定値なので、任意の t ∈ Rで f(t) ≥ 0を満
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たすためには第 2項の係数が 0でなければならない。a

T (X†Y )− T (X†)T (Y ) + T (Y †X)− T (Y †)T (X) = 0.

tを itに置き換えても f(it) ≥ 0でなければならず、このとき 1次の係数が

i
(
T (X†Y )− T (X†)T (Y )− T (Y †X) + T (Y †)T (X)

)
= 0

となる。上記の和と差から題意を得る。

a より直接的には、任意のベクトル v を用意して 〈v, f(t)v〉 ≥ 0を満たすことから。

Prf. Prop. 13

λ ∈ S を固有値とする固有ベクトル U ∈ Matn×n(C) をとる。Schwarz の不等式は U †U ≤ T (U†U)

である。r(U †U) = sup{λ ≥ 0 | (T − λ)(U †U) ≥ 0} = 1なので、Schwarzの不等式で等号が成立し
て、U をユニタリにできる。他の S の固有値に対応する固有ベクトル V も同様に Schwarzの不等式
で等号が成立する。Lem. 25より任意の X ∈ Matn×n(C)に対し

T (U†X) = T (U†)T (X), T (XU †) = T (X)T (U†).

特に X を S に属する固有値の固有ベクトルとすると、X はユニタリで群を成す。S の元は高々
n2 個なのでこの群は位数 n2 以下の有限群であり、ある m ∈ {1, . . . , n2} によって T の peripheral

spectrumの元は λ = e2πik/m と表される。

primitive map

peripheral spectrum の面倒を避けるため、peripheral spectrum がスペクトル半径 ρT しかない正写像と
して primitive mapを定義する。

Def. 21: Primitive map

既約な正線形写像 T : Matn×n(C) → Matn×n(C) が peripheral spectrum としてスペクトル半径
{ρT }のみを持つとき、T は primitiveであるという。

以降、0 6= A ≥ 0を ρA := A/‖A‖1 とすることで Tr ρA = 1とする。これにより密度行列を inputとする
命題は線形性から

T (A) = T (ρA)TrA

を通して半正定値行列全体に拡張できる。以下、密度行列の集合をD := {ρ ∈ Matn×n(C) | ρ ≥ 0,Tr(ρ) = 1}
と表す。
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Thm. 19: primitive map

既約な正線形 TP写像 T : Matn×n(C) → Matn×n(C)について以下は同値。

1. T は primitive

2. 任意の密度行列 ρにて極限 limk→∞ T k(ρ)が存在し、ρによらず同じ正定値行列の密度行列 ρ∞

に収束する
3. ある n ∈ Nが存在して、任意の密度行列 ρに対し Tn(ρ) > 0

4. 任意の k ∈ Nにて T k は既約

以下の証明では TP写像はスペクトル半径が 1であること (Lem. 23)を活用している。

Prf.

■item 1 =⇒ item 2 仮定より T の peripheral spectrumは S = {1}である。すなわちある密度行
列 ρ∞ > 0が存在して T (ρ∞) = ρ∞ を満たす。他の固有値 λ ∈ Sp(T )は |λ| < 1なので、任意の密度
行列 ρに対し

lim
k→∞

T k(ρ) = ρ∞

が成り立つ。

■item 2 =⇒ item 3 任意の ρ ∈ D を正定値とする。ρ∞ > 0 なので最小固有値 λmin :=

λmin(ρ∞) > 0が存在し、十分大きい N では

‖TN − T∞‖ < λmin

である (左辺は N → ∞で 0に収束する)。任意の ρ ∈ D に対して

TN (ρ) = T∞(ρ) + (TN − T∞)(ρ) = ρ∞ + (TN − T∞)(ρ)

だが、‖(TN − T∞)(ρ)‖ ≤ ‖TN − T∞‖ < λmin なので

λmin(T
N (ρ)) ≥ λmin(ρ∞)− ‖(TN − T∞)(ρ)‖ > 0

すなわち TN (ρ) > 0.

■item 3 =⇒ item 4 背理法。ある k ∈ N にて非自明な射影 P 6= 0, I が存在して
T k(PMatn(C)P ) ⊆ PMatn(C)P を満たすと仮定する。

Tnk(PMatn(C)P ) ⊆ T (n−1)k(PMatn(C)P ) ⊆ · · · ⊆ PMatn(C)P

だが、これは Tn > 0の合成 Tnk = (Tn)k が真に正であることに矛盾。

■item 4 =⇒ item 1 背理法。T の peripheral spectrum に S 3 e2πik/m 6= 1が存在すると仮定す
る。これに対応する固有ベクトル U ∈ Matn×n(C)をとる。Tm は固有値 1の固有ベクトルとして少
なくとも二つ I, U が存在し、Thm. 17の対偶に矛盾する。
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付録 B

対称性と表現論

本章では対称性の記述において重要な役割を占める群及びある種の圏とその表現論を数学的側面から扱う。
本稿では離散対称性を主に扱っているため、ここでも離散対称性を念頭に記述する。群の表現論については
主に

B.1 群
対称性を素朴に記述すると群が現れる。
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付録 C

群の表現

量子力学は線形代数によって記述される。対称性を量子力学に組み込むには、必然的にその構造を線形代
数に持ち込まなければならない。群の表現は、群の構造を線形空間や射影空間に持ち込むための枠組みであ
る。量子力学において対称性を真正面から議論するには群の表現論を避けて通れない。本節では、はじめに
appendix C.1で群を線型空間で表現する線形表現を定義し、さらに表現の最も良い簡約である既約表現を導
入する。加えて Landau paradigmに基づく相の分類との関係を議論する。続いて appendix C.2で、
本節は主に [47]を参考にした。本節では群の有限次元表現のみを扱う。また群は特に有限群を念頭に置く。

C.1 線形表現
C.1.1 線形表現の定義

Def. 22: 線形表現

群 Gに対し、準同型写像D : G→ GL(d)を Gの d次元線形表現 (linear representation)または単に
表現という。

直ちに
D(1G) = idd, D(g−1) = D(g)−1

を得る。

Def. 23: 表現の基底 (basis)

線型空間 X に対し群 Gが線型写像として左作用するものとする。このとき一次独立な d個のベクト
ル {ψµ ∈ X}µ=1,··· ,d と Gの d次元表現 D : G→ GL(d;X)との間に

(gψ)µ =

d∑
ν=1

D(g)µνψν (∀g ∈ G)

が成り立つとき、{ψν}ν=1,...,d を表現 D の基底という。

量子力学では、表現D(g)が対称性演算子、基底 ψµ が状態ベクトルを表す。上の定義は、対称性操作 g ∈ G

に対応する対称性演算子 D(g)の作用によって状態 ψµ が状態 (gψ)µ に変換されることを示している。量子力
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学で対称性が群の表現として現れるといったとき、上の描像で終始している。物理現象は観測するまで基底の
選び方に依存しないという信念のもと、群の表現もしばしば基底の変換で同一視する。有限群 Gの二つの d

次元線形表現 D1, D2 が
∃T ∈ GL(d), ∀g ∈ G, D1(g) = TD2(g)T

−1

を満たすとき、二つの表現 D1, D2 は同値であると言って D1 ∼ D2 で表す。また D1 から D2 を導く操作を
同値変換という。多くの場面で等価な表現を同一視するため、等価な表現に共通する量が欲しい。線形代数の
知識から行列式や対角和がこれに該当することがわかる。群の表現論、特に物質の相分類に関わる表現論では
対角和が特に有用で、指標 (character)と呼ばれる。
量子系において、確率の保存を満たすように線形表現もユニタリであることが望ましい。表現 D の値域が

U(d)のとき D をユニタリ表現 (unitary representation)という。

Thm. 20: 表現のユニタリ化

有限群の任意の線形表現は同値変換でユニタリ表現にできる。

Prf.

群 Gの任意の d次元線形表現 D : G→ GL(d)に対し、

H :=
∑
g∈G

D(g)†D(g)

とすると、これは明らかにエルミート行列である。また D(g)に対して逆元 D(g)−1 が取れる
ことから detD(g) 6= 0 (∀g ∈ G)であり、H は正定値である。従ってユニタリ行列 U ∈ U(d)

により
H = UΛU†, Λ = diag(λ1, . . . , λd)

と対角化できて、固有値 λi は全て正。
そこで D と等価な表現 D′ を

D′(g) := V −1D(g)V, V := UΛ−1/2

により与えると、

D′(g)†D′(g) = V †D(g)†(V −1)†V −1D(g)V

= Λ−1/2U†D(g)†UΛ1/2Λ1/2U†D(g)UΛ−1/2

= Λ−1/2U†D(g)HD(g)UΛ−1/2

ここで

D(g)†HD(g) =
∑
g′

D(g)†D(g′)†D(g′)D(g) =
∑

g′′(=g′g)∈G

D(g′g)†D(g′g) = H

なので、
D′(g)†D′(g) = Λ−1/2U†HUΛ−1/2 = 1.

となり、D′ はユニタリ表現である。
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この定理を踏まえ、以下では線形表現をユニタリ表現として扱う。

C.1.2 種々の表現の構成
量子力学の複合粒子系はテンソル積で記述される。Hilbert空間 V1, V2 がそれぞれ d1, d2 次元の線形空間で
あるとき、複合系 V1 ⊗ V2 は d1d2 次元である。これを反映して、V1 に作用する d1 次元線形表現 D(1) と V2

に作用する d2 次元線形表現 D(2) から複合系 V1 ⊗ V2 に作用する d1d2 次元線形表現を構成する。
まずは二つの系が完全に独立しており、それぞれが有する対称性 G,H すら別々であっても良い場合を考え
る。群 G,H の表現D(G) : G→ V1, D

(H) : H → V2 をとる。V1 ⊠ V2 := V1 ⊗ V2 は通常の線型空間のテンソ
ル積として、

D(G) ⊠D(H) : G×H → V1 ⊠ V2
∈ ∈

(g, h) 7→ D(G)(g)⊗D(H)(h)

で定義される D(G) ⊠ D(H) を D(G) と D(H) の外部テンソル積またはボックステンソル積 (box tensor

product)と呼ぶ。ここに、D(G)(g)⊗D(H)(h)は

V1 ⊗ V2 7→ (D(G)(g)V1)⊗ (D(H)(h)V2)

と作用し、行列形式で書くと

D
(G)
11 (g)D

(H)
11 (h) · · · D

(G)
11 (g)D

(H)
1d2

(h) D
(G)
1d1

(g)D
(H)
11 (h) · · · D

(G)
1d1

(g)D
(H)
1d2

(h)
...

... · · ·
...

...

D
(G)
11 (g)D

(H)
d21

(h) · · · D
(G)
11 (g)D

(H)
d2d2

(h) D
(G)
1d1

(g)D
(H)
d21

(h) · · · D
(G)
1d1

(g)D
(H)
d2d2

(h)
...

. . .
...

D
(G)
d11

(g)D
(H)
11 (h) · · · D

(G)
d11

(g)D
(H)
1d2

(h) D
(G)
d1d1

(g)D
(H)
11 (h) · · · D

(G)
d1d1

(g)D
(H)
1d2

(h)
...

... · · ·
...

...

D
(G)
d11

(g)D
(H)
d21

(h) · · · D
(G)
d11

(g)D
(H)
d2d2

(h) D
(G)
d1d1

(g)D
(H)
d21

(h) · · · D
(G)
d1d1

(g)D
(H)
d2d2

(h)





ψ
(1)
1 ψ

(2)
1

...

ψ
(1)
1 ψ

(2)
d2

...

ψ
(1)
d1
ψ
(2)
1

...

ψ
(1)
d1
ψ
(2)
d2


となる。すなわち D(G) の添え字で d1 × d1 個のブロックから一つが指定され、D(H) の添え字でブロック内
d2 × d2 個の成分から一つが指定される。外部テンソル積は主に 2つの系の stackingと呼ばれる操作で用いら
れる。
上で見たような外部テンソル積による複合系は複合系を独立な系の複合としか見ておらず、マクロな対称性

の記述に適さない。我々が興味を持っているのは、個々の系が同じ対称性を有しており (G = H)、マクロな
対称性操作を施す場合である。そこで、

D(1) ⊗D(2) : G→ GL(d1d2); g 7→ D(1)(g)⊗D(2)(g)

をテンソル積表現 (tensor product representation) または直積表現と呼ぶ。例えば 2スピン系における外部
テンソル積表現とテンソル積表現は Fig. C.1のような違いがある。量子多体系で通常考察する大域的対称性
は後者である。
スピン 1/2粒子の 2体系では、合計スピンとして S = 0の状態と S = 1の状態がある。このときスピン角
運動量を保存するユニタリ変換で両者の間を繋ぐことはできない。これは、基底の適切な変換によって表現行
列が以下のようにブロック対角化され、二つのセクターを混ぜる非対角項が存在しなくなることを意味する。

D(1) ⊕D(2)(g) =

(
D(1)(g) 0

0 D(2)(g)

)
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(a) (D(1) ⊠D(2))(1, 1) (b) (D(1) ⊠D(2))(1,−1) (c) (D(1) ⊠D(2))(−1, 1) (d) (D(1) ⊠D(2))(−1,−1)

(e) (D(1) ⊗D(2))(1) (f) (D(1) ⊗D(2))(−1)

図 C.1: 2粒子 Z2 スピン系における外部テンソル積表現 (a-d)とテンソル積表現 (e-f)それぞれで表せる対称
性操作

このような表現を直和表現 (direct sum representation) と呼ぶ。対称性演算子 D(1) ⊕ D(2)(g) と交換する
演算子もまた d1 × d1 と d2 × d2 のブロック対角行列で表される。ホンマか??? 異なるブロックは互いに
完全に独立しているため、直和表現の解析は個別のセクターに注目すれば良い。線形表現がある小さな表現
の直和表現 (と同値な表現) であるとき、基底を適切に選ぶことでさらに直和分解し、別々のセクターとす
ると解析が容易になる。このように、さらに小さな表現の直和表現に分解できる表現を可約表現 (reducible

representation)、それ以上小さな表現に直和分解できない表現を既約表現 (irreducible representation) と呼
ぶ。任意の表現は既約表現から構成できるので、表現論の、すなわち量子力学における対称性の解析は既約表
現の解析に帰着する。

C.1.3 Landau paradigmにおける相の分類と既約表現の分類
以下、詳細に立ち入る前に物理的背景を確認する。
Landau paradigmは対称性の自発的破れの有無と物質の相を対応させる指導原理である。熱力学極限の基
底状態では、基底状態の対称性が自発的に破れ、理論すなわち Hamiltonianの対称性の部分群に落ちる場合
がある。
Hamiltonianの対称性を群 Gとする。群元 g ∈ Gは Hilbert空間のユニタリ演算子 Ûg に対応する。対称
性操作の結合性 Ûg1Ûg2 = Ûg1g2 を要請すると、Û は Gのユニタリ線形表現となる。Hamiltonianが Gで対
称であるとは、任意の g ∈ G に対し Hamiltonian が同じ次元のユニタリ表現 Ûg と可換であることである。
このとき Hamiltonianと {Ûg}g∈G は同時対角化可能なので、エネルギー固有状態をこれらの同時固有状態に
取れる。
一方で基底状態の対称性を群 H ≤ Gとする。Û の H における表現は

Û
(H)
h :=

{
Ûh (h ∈ H)

0 (h /∈ H)

で定義されるので、基底状態の対称性は
Ûh |ψ〉 = |ψ〉

とする。*1

*1 基底への作用で生じうる位相因子の議論は appendix C.2にて後述。
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C.1.4 Schurの補題と帰結
既約表現において以下の補題が有用である。

Lem. 26: Schurの補題 I

D(1), D(2) が群 Gの既約表現で、次元がそれぞれm,nのとき、

∀g ∈ G,D(1)(g)M =MD(2)(g)

なるm× n行列M は

1. M = 0

2. M は正方行列で detM 6= 0かつ D(1) ∼ D(2)

のいずれか。

Lem. 27: Schurの補題 II

群 Gの有限次元既約表現 D に対して、

D(g)M =MD(g) (∀g ∈ G)

を満たす行列M は単位行列の定数倍に限る。

Proof of Lem. 26. 表現 D(1) の作用する線型空間を V1、D(2) の作用する線型空間を V2 とすると、M は V2

から V1 への線形変換と捉えられる。kerM = {x ∈ V2|Mx = 0}の任意の元はMD(2)x = D(1)Mx = 0を
満たすので、D(2)x ∈ kerM すなわち D2 kerM = kerM。D(2) が正則かつ既約なので kerM = V2 または
kerM = 0に限られる。
kerM = V2 のときM = 0。
kerM = 0のとき、M 6= 0は単射を成す。∀x ∈ V2, D1(g)Mx = MD2(g)xすなわち D(1)MV2 = MV2。

D(1) が既約なので MV2 = V1 に限られ、M : V2 → V1 は全射。ゆえに detM 6= 0 であり、直ちに
D(2)(g) =M−1D(1)(g)M を得る。

Proof of Lem. 27. 仮定により ∀λ ∈ Cにて

D(g)(M − λ1) = (M − λ1)D(g)

が成り立つ。D が既約表現なので Schurの補題 Iにより

1. M − λ1 = 0

2. det(M − λ1) 6= 0

のいずれか。λをM の固有値とすれば det(M − λ1) = 0なのでM は単位行列の定数倍に限られる。

この補題から直ちに得られる帰結として、本稿で用いている命題に以下がある。
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Cor. 7: 有限Abel群の既約表現は 1次元表現

Abel群の既約表現は 1次元表現。

Proof. Abel群の表現行列は
D(g)D(g′) = D(g′)D(g)

を満たすので、Lem. 27により D(g)は単位行列の定数倍。特に既約表現なら D(g)は 1次元になる。

Def. 24: 正則表現 (regular representation)

群 Gから Gへの左作用
ρ : G→ AutG; g 7→ (g′ 7→ gg′)

によって与えられる線形表現を正則表現という。

のちに Landau paradigmに基づく相分類を議論するため、部分群の表現も定義しなければならない。群の
表現を部分群へ自然に落とし込むことは容易い。少しテクニカルだが、逆に部分群の表現をそれを含む群へ自
然に拡張することもできる。

Def. 25: 表現の制限・誘導表現

群 Gの表現 D の H ≤ Gへの制限を、

D ↓ H := {D(h)|h ∈ H}

で定義する。また Gが有限群であって、左剰余類で

G = g1H ⊗ · · · ⊗ gkH (g1 = 1G, k = |G/H|)

と分解できるとき、H の表現 ∆による Gの誘導表現 ∆ ↑ Gを

[(∆ ↑ G)(g)]iµ,jν := δij(g)[∆(g−1
i ggj)]µν

with δij(g) =

{
1 (g−1

i ggj ∈ H)

0 (g−1
i ggj /∈ H)

,

(
µ, ν ∈ {1, . . . , dim∆}
i, j ∈ {1, . . . , k = |G/H|}

)
(C.1.1)

と定義する。
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Prf. (C.1.1)が表現であること

g, g′ ∈ Gを与える。g−1
i gg′gj ∈ H のとき、g′gj ∈ gmH, ggm ∈ gnH とすると、

giH 3 gg′gj = ggm(g−1
m g′gj) ∈ gnH

なので n = i. 従って

∃!m ∈ {1, . . . , |G/H|} s.t. δij(gg
′) = δim(g)δmj(g

′).

これにより

[(∆ ↑ G)(gg′)]iµ,jν = δij(gg
′)∆(g−1

i gg′gj)µν

=

|G/H|∑
m=1

δim(g)δmj(g
′)[∆(g−1

i ggm)∆(g−1
m ggj)]µν .

Cor. 8: 誘導表現の指標

部分群 H ≤ Gによって G = g1H ⊕ · · · ⊕ g|G/H|H と剰余類分解できるとする。H の表現 ∆H の指
標 χH に対して ∆H ↑ Gの指標は

tr(∆H ↑ G)(g) =
∑
iµ

∑
jν

δijδµν(∆H ↑ G)(g)iµ,jν =

|G/H|∑
j=1

δjj(g)χH(g−1
j ggj).

C.2 射影表現
appendix C.1では対称性演算子をユニタリ線形表現として扱い、Landauパラダイムが再現されることを
確認した。しかし量子状態は常に U(1)位相の同一視を受ける。線形表現は U(1)位相自由度を許さないので、
量子力学の対称性を記述するには不十分である。
対称性演算子を量子状態に作用させることで、一般に位相因子が生じ得る。この位相因子は、状態の位相自
由度と捉えるよりも、演算子に U(1)位相自由度があるした方が都合が良い。実際、スピン 1/2粒子の π 回転
を 2回連続すると

exp[iπσ̂z/2] exp[iπσ̂z/2] |ψ〉 = exp[iπσ̂z] |ψ〉 = − |ψ〉

となるが、この位相 −1は両辺の |ψ〉を U(1)変換しても取り除くことができない。この現象に対する一つの
解釈として、スピン演算子は Lie代数 so(3) ∼= su(2)で生成される Lie群 SU(2) ( 6=SO(3))の表現、すなわち
回転群 SO(3)の普遍被覆 SU(2)の表現とみなす方法があるが、

• 物理的操作と表現される群が一致しない
• 普遍被覆が有名でない群では記述が煩雑になる

といった説明上の問題が生じる。本稿ではより見通しの良い解決策として、表現に U(1)位相自由度を許す射
影表現を導入する。
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Def. 26: 射影表現 (projective representation)

群 Gと線型空間 V において、D : G→ GL(V )と ω : G×G→ U(1)が

D(g)D(g′) = ω(g, g′)D(gg′) (∀g, g′ ∈ G)

(D(g1)D(g2))D(g3) = D(g1)(D(g2)D(g3)) (C.2.1)

を満たすとき、D は ω を乗数系 (multiplier)とする射影表現という。

Cor. 9: コサイクル条件

離散群 Gに対して ω : G×G→ U(1)が Gのある射影表現の乗数系であることと、

ω(g1, g2)ω(g1g2, g3) = ω(g2, g3)ω(g1, g2g3) (∀g1, g2, g3 ∈ G) (C.2.2)

を満たすことは同値。

Proof. (C.2.1)は

(D(g1)D(g2))D(g3) = ω(g1, g2)D(g1g2)D(g3) = ω(g1, g2)ω(g1g2, g3)D(g1g2g3)

D(g1)(D(g2)D(g3)) = D(g1)ω(g2, g3)D(g2g3) = ω(g2, g3)ω(g1, g2g3)D(g1g2g3)

が等しいことを意味する。よって ω が乗数系なら (C.2.2)が成り立つ。
逆に (C.2.2)が成り立つとする。

今我々は演算子に U(1)位相自由度を与えているので、D(g) ∼ Dθ(g) := eiθ(g)D(g)の同一視を受ける。こ
の変換合わせて乗数系 ω も同一視を与えるべきである。U(1)変換によって

ω(g1, g2) = D(g1)D(g2)D
−1(g1g2) 7→

eiθ(g1)eiθ(g2)

eiθ(g1g2)
D(g1)D(g2)D

−1(g1g2)

となるので、真に意味を持つ ω は eiθ(g1)eiθ(g2)/eiθ(g1g2) の形で表せる自由度を 1 と同一視したものになる。
すなわち、異なる乗数系 ω1, ω2 の間に

ω2(g1, g2) = ω1(g1, g2)e
iθ(g1)eiθ(g2)/eiθ(g1g2)

なる θ : G→ R× が存在するとき、ω1 ∼ ω2 とする。
appendix C.1にて、同一視を考慮に入れて線形表現を分類したように、射影表現の乗数系も同一視を入れ
て分類する。この問題は、ある群 Gを与えたとき、Gの射影表現の乗数系に上の同値関係で同一視を入れた
とき、あり得るものをすべて列挙することを意味する。

C.2.1 射影表現の分類

C.2.2 有限可換群の射影表現の分類に関する既知の結果
Gが有限可換群であれば、射影表現の乗数系を簡単に分類できることが知られている。
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Def. 27: bicharacter

群 Gに対して、β : G×G→ U(1)が

β(g1g2, h) = β(g1, h)β(g2, h), β(g, h1h2) = β(g, h1)β(g, h2)

を任意の g, g1, g2, h, h1, h2 ∈ G満たすとき、β をGの bicharacterという。特に β(g, h) = β(h, g)の
とき β を symmetric bicharacter, β(g, h) = [β(h, g)]−1 のとき anti-symmetric bicharacterという。

Lem. 28: 有限可換群の射影表現の乗数系は anti-symmetric bicharacter

有限可換群 Gの射影表現の乗数系を ω とする。このとき、

alt(ω)(g1, g2) :=
ω(g1, g2)

ω(g2, g1)
(C.2.3)

で定義される alt(ω)は anti-symmetric bicharacterである。

Prf.

Cocycle条件 (C.2.2)および Gが可換であることから、

alt(ω)(g1g2, h) =
ω(g1g2, h)

ω(h, g1g2)
=
ω(g1, g2h)ω(g2, h)/ω(g1, g2)

ω(h, g1)ω(hg1, g2)/ω(g1, g2)

=
ω(g1, hg2)ω(g2, h)

ω(h, g1)ω(g1h, g2)

=
ω(g1h, g2)ω(g1, h)/ω(h, g2) · ω(g2, h)

ω(h, g1)ω(g1h, g2)

= alt(ω)(g1, h) alt(ω)(g2, h)

となり、alt(ω)は第 1変数について群準同型。同様に第 2変数についても準同型。また定義より

alt(ω)(h, g) =
ω(h, g)

ω(g, h)
= (alt(ω)(g, h))

−1
.

[48]に以下の命題が示されている。

Prop. 14: 有限可換群射影表現の分類は群の反可換な bicharacterの分類と等価

Gを有限可換群として、
X2(G) := {bicharacters G×G→ U(1)}

X2
s (G) := {symmetric bicharacters G×G→ U(1)}

X2
a(G) := {anti-symmetric bicharacters G×G→ U(1)}

とする。(C.2.3)により定義される altは同型

X2(G)/X2
s (G)

∼= H2(G,U(1)) ∼= X2
a(G)

を誘導する。
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Prf.

Lem. 28より ξ ∈ Z2(G,U(1))なら alt(ξ) ∈ X2
a(G). また ξ ∈ B2(G,U(1))なら φ ∈ C1(G,U(1))が

存在して ξ(g1, g2) = φ(g1)φ(g2)/φ(g1g2)と書けるので

alt(ξ)(g1, g2) =
φ(g1)φ(g2)/φ(g1g2)

φ(g2)φ(g1)/φ(g2g1)
= 1.

よって altは H2(G,U(1))から X2
a(G)への写像を誘導する。逆に ξ ∈ Z2(G,U(1))が alt(ξ) = 1を

満たすならば、Gの ξ による中心拡大は可換群になる。
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付録 D

ホモロジー・コホモロジー代数

低次元 SPT相の分類には対称性となる群のコホモロジーが用いられる。ホモロジーはコホモロジーの双対
概念であり、統一的な記述には両者の理解が望ましい。本章では本文で用いる群コホモロジーの性質を示すた
めに必要なホモロジー・コホモロジー代数の基礎をまとめる。

D.1 定義
D.1.1 環と加群
本節は主に [?]を参考にしている。

Def. 28: 環

集合 Rに二つの演算 +と ∗が定義されていて、これらが以下の条件を満たすとき、Rを環という。

和 Rは和 +について可換群をなす
積 Rは積 ∗について半群をなす
分配法則 ∀a, b, c ∈ Rについて a ∗ (b+ c) = (a ∗ b) + (a ∗ c)と (b+ c) ∗ a = (b ∗ a) + (c ∗ a)が成り

立つ
単位元 Rの +に関する単位元を 0で表すとき、0とは異なる Rの元 1で、∗の単位元になるものが

存在する

積の逆元を定義していないため、有理数などに代表される体とは異なる。また積は一般に交換しなくても良
い。代表例は整数全体の集合 Zや n次正方行列全体の集合Mn(R)である。*1
Mn(Z)は環だが、整数によるスカラー倍で閉じている。Zも環だったので、スカラー倍は環 Zから可換群

Mn(Z)への作用とみなせる。これを反映して加群を定義する。

Def. 29: 左加群

Rを環、M を +が定義された可換群とする。RとM の演算 · : R×M →M が以下の条件を満たす
とき、M を左 R-加群という。a

*1 Mn(Z)まで制限しても環である。
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分配則 1 ∀a, b ∈ R, ∀x ∈M について (a+ b) · x = (a · x) + (b · x)
分配則 2 ∀a ∈ R, ∀x, y ∈M について a · (x+ y) = (a · x) + (a · y)
結合則 ∀a, b ∈ R, ∀x ∈M について (a ∗ b) · x = a · (b · x)
単位元の作用 ∀x ∈M について 1R · x = x

a 右 R-加群も同様に定義される。

本稿では、単一の環 R内部の積を ∗で、Rが異なる可換群に作用するときの積を ·で表す。やはり積の逆
元は定義されていない。また、M には積 (可換群を超えた演算)を要請していない。

Def. 30: 商加群

Rを環、M を左 R-加群、N をM の部分 R-加群とする。このとき、M の同値関係 ∼を

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ N

で定義すると、これは同値関係で、商集合M/N はM の同値類の集合である。またM/N にM の演
算を

(x+N) + (y +N) = (x+ y) +N, r · (x+N) = (r · x) +N

で定義すると、これは M/N に左 R-加群の構造を定める。この M/N を M の N による商加群と
いう。

加群の準同型
Def. 31: 加群の準同型

M , M ′ を左 R-加群とする。写像 f :M →M ′ が可換群の準同型であって、さらに

∀r ∈ R, ∀x ∈M f(r · x) = r · f(x)

となるもとき、f を左 R-加群の準同型という。右 R-加群に対する準同型も同様に定義する。
また左 R-加群の準同型全体の集合を HomR(M,M ′)で表す。

加群は群であるから準同型の諸々の性質を引き継ぐ。特に準同型定理が成り立つことは重要である。

直積と直和
Def. 32: 加群の直積

Rを環として、{Mi}i∈I を左 R-加群の族とする。このとき

{(mi)|mi ∈Mi, i ∈ I}

を集合として、左 R-加群の演算を

(mi) + (m′
i) = (mi +m′

i), r · (mi) = (r ·mi)
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で引き継いだ加群 ∏
i∈I

Mi

を左 R-加群の直積という。aまた i ∈ I に対して

pi :M 3 (mi) 7→ mi ∈Mi

は左 R-加群の準同型で、これを標準的射影という。

a スカラー倍は全ての成分に作用している。

Def. 33: 加群の直和

Rを環として、{Mi}i∈I を左 R-加群の族とする。直積の部分集合⊕
i∈I

Mi := {(mi) ∈
∏
i∈I

Mi | mi = 0 except for finitely many i}

は直積の R-部分加群で、これを左 R-加群の直和という。

テンソル積
Def. 34: 準双線形写像

Rを環、M を右 R-加群、N を左 R-加群、T を可換群とする。写像 f :M ×N → T が以下の条件を
満たすとき、f を準双線形写像という。

左線形性 ∀m,m′ ∈M, ∀n ∈ N について f(m+m′, n) = f(m,n) + f(m′, n)

右線形性 ∀m ∈M, ∀n, n′ ∈ N について f(m,n+ n′) = f(m,n) + f(m,n′)

両側作用の一致 ∀m ∈M, ∀n ∈ N, ∀r ∈ Rについて f(mr, n) = f(m, rn)

Lem. 29: テンソル積の存在

R を環、M を右 R-加群、N を左 R-加群とする。可換群 M ⊗R N と準双線型写像 ⊗ : M × N →
M ⊗R N で以下を満たすものが一意に存在する。

生成性 M ⊗R N は ⊗の像で生成される
普遍性 f : M × N → T が任意の可換群 T への準双線型写像であるとき、可換群の準同型 g :

M ⊗R N → T がただひとつ存在して

M ×N T

M ⊗R N

f

⊗ g

を可換図式にする。
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Prf.

■生成性 M ×N で生成される自由 Z-加群を F として、
(m1 +m2, n)− (m1, n)− (m2, n),

(m,n1 + n2)− (m,n1)− (m,n2),

(mr, n)− (m, rn)

全体で生成される F の部分 Z-加群をK とする。F のK による商加群をM ⊗R N とし、自然な写像

M ×N 3 (m,n) 7→ (m,n) +K ∈M ⊗R N

を ⊗とする。このとき、M ⊗R N は可換群で、⊗は準双線形写像であり、生成性を満たす。

■普遍性 可換群 T と準双線型写像 f : M ×N → T を任意に与える。f は Z-加群 F から T への準
同型写像 hを

h : F 3 km,n(m,n) 7→ km,nf(m,n) ∈ T

により一意に定める。しかし f が準双線形なので部分加群K の上では h(K) = 0となる。よって準同
型定理により g :M ⊗R N = F/K → T で g ◦ ⊗ = f なる g がただ一つ存在する。

Def. 35: テンソル積

Rを環、M を右 R-加群、N を左 R-加群とする。上記 Lem. 29の証明第 1段落で与えたM ⊗R N を
M と N のテンソル積という。また (m,n)の ⊗による像をm⊗ nと書く。

完全系列
Def. 36: 完全系列

左 R-加群の系列
· · · →Mn−1

fn−1−−−→Mn
fn−→Mn+1 → · · ·

において、ker fn = im fn−1 が全ての n で成り立つとき、これを完全系列という。特に 0 → M1 →
M2 →M3 → 0の形の完全系列を短完全系列という。

Def. 37: 加群の平坦性

M を右 R-加群とする。任意の左 R-加群の完全列

0 → N
f−→ N ′ g−→ N ′′ → 0

により作られる
0 →M ⊗R N

idM⊗f−−−−→M ⊗R N
′ idM⊗g−−−−→M ⊗R N

′′ → 0

も完全列になるなら、M は平坦という。左 R-加群に対する平坦性も同様に定義する。
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Cor. 10

可換環 R上の R-加群M が平坦なら、M は 0以外にねじれ元を持たない。a

Prf.

M が零因子でないねじれ元m ∈M を持つとする。a r( 6= 0) ∈ Rがmr = 0を満たすとし、

f : R → R

∈ ∈

a 7→ ra

とおく。f は左 R-加群の準同型になっており、r は零因子でないので単射。よって

0 → R
f−→ R→ R/rR→ 0

は左 R-加群の完全列だが、idM ⊗ f :M ⊗R R→M ⊗R Rは

m⊗ 1 6= 0, (idM ⊗ f)(m⊗ 1 6= 0) = m⊗ r = mr ⊗ 1 = 0

なので単射でなく、M は平坦でない。以上、命題の対偶が示された。

a 環 Rの元 r が任意の a ∈ Rに対して ra 6= 0となるとき、r は左零因子という。右零因子も同様。左零因子と
右零因子を合わせて零因子という。

a 右 R-加群M の元m ∈ M がある r( 6= 0) ∈ R によりmr = 0となるとき、mはねじれ元という。左 R-加群に対して
も同様にねじれ元を定義する。

D.2 Künnethの公式
D.2.1 証明
普遍係数定理

Lem. 30

次の図において横の列と三角形は完全とする。

0 A B D E 0

C

i α j

βγ

このとき、完全列
0 E C A 0

β◦j−1 i−1◦γ

が存在する。
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Prf.

まず iは単射、j は全射である。三角形の完全性と準同型定理により

ker γ ∼= Imβ ∼= D/ kerβ = D/ Imα ∼= D/ ker j ∼= Im j ∼= E

Im γ ∼= kerα ∼= Im i ∼= A

が成り立つ。よって、
0 ker γ C Im γ 0

0 E A 0

∼=∼=

であり、上段は完全列なので、0 → E → C → A → 0も完全列である。β ◦ j−1 が well-definedであ
ることは、d1, d2 ∈ j−1(e0 ∈ E)に対して j(d1) − j(d2) = j(d1 − d2) = 0なので d1 − d2 ∈ ker j =

Imα ⊂ kerβ であることから従う。

Thm. 21: ホモロジーの普遍係数定理

Rを PID, M を R-加群とする。このとき、任意の自由チェイン複体 (C•, ∂)に対して以下の完全列が
存在する。

0 → Hn(C•)⊗M → Hn(C•;M) → TorR1 (Hn−1(C•),M) → 0

またこの完全列はチェイン写像に対して自然であり、非自明な分裂を持つ。

Prf.

チェイン複体の短完全列
0 → B•(C•) → Z•(C•) → H•(C•) → 0

はホモロジー群の自由分解であり、この Tor完全列が横列を完全にする。????????????????

Thm. 22: コホモロジーの普遍係数定理

Rを PID, M を R-加群とする。このとき、任意の自由チェイン複体 C• に対して以下の完全列が存在
する。

0 → Ext1R(Hn−1(C•),M) → Hn(C•;M) → HomR(Hn(C•),M) → 0

またこの完全列はチェイン写像に対して自然であり、非自明な分裂を持つ。

チェイン複体どうしの積
D.2.2 例: G×r の群コホモロジー
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付録 E

量子情報理論

本章では、本文で使った量子情報理論の知識を記載する。本章は主に [10]を参考にした。

E.1 純粋状態・混合状態
Hilbert空間Hの量子状態に対する以下の操作はHの中で閉じない。

• 部分系の取り出し
• 古典的確率混合

純粋状態の部分トレースは一般に混合状態である。
逆に、混合状態をより広い Hilbert空間における純粋状態の部分トレースとして表すことができる。この操
作を純粋化 (purification)という。物理的に扱いたいのは一般に混合状態だが、数学的に扱いやすいのは純粋
状態であるため、混合状態を一度純粋化して議論を進め、最後に部分トレースを取るという手法がよく用いら
れる。状態を ρ =

∑n
i=1 pi |i〉 〈i|とスペクトル分解できるとき、参照系として新たに正規直交基底 {|i〉R}ni=1

を導入して
|ψ〉 :=

∑
i

√
pi |i〉A |i〉R

と定義すると、
TrR(|ψ〉 〈ψ|) =

∑
ij

√
pipj |i〉 〈j|TrR(|i〉R 〈j|R) =

∑
i

pi |i〉 〈i| = ρ

が成り立つ。当然 |i〉R の選び方は一意ではなく、任意の n次元の正規直交基底を選んで良い。すなわち |i〉R
にはユニタリ変換 |i〉R → |i〉R′ =

∑
j Uij |j〉R の自由度が許される。一方でこの変換により

|ρ′〉 =
∑
ij

√
pi |i〉A ⊗ Uij |j〉R =

∑
ij

√
pi(U

T )ji |i〉A ⊗ |j〉R (E.1.1)

としてユニタリを物理系に押し付けることができる。この操作はユニタリの自由度によって物理が変更するこ
とを意味しない。実際、

TrR |ρ′〉〈ρ′| =
∑

i1,j1,i2,j2

√
pi1pi2(U

T )j1i1(U
T )∗i2j2 |i1〉 〈i2|TrR(|j1〉R 〈j2|R)

=
∑
i

(UT†UT )i2i1
√
pi1pi2 |i1〉 〈i2| = ρ

となる。
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E.2 エントロピー
エントロピーは、系の不確定性や情報量を定量化する重要な概念である。量子情報理論においては、エント
ロピーは量子状態の情報量を測る指標として用いられる。
本節では特筆しない限り確率分布は離散的であるとする。*1

E.2.1 Shannonエントロピー
この直感に基づき、情報量を定義する。確率事象 E から実数への関数 I として、以下を満たすものを考
える。

1. I(E)は E の発生確率 p(E)のみに依存し、0 ≤ p(E) ≤ 1により I(p(E))と書ける
2. I は確率の連続関数
3. 独立事象が同時に発生する情報量は各事象の情報量の和に等しい (I(p(E)q(E)) = I(p(E)) + I(q(E)))

この条件を満たす関数は任意定数を用いて I(p(E)) = k ln p(E)の形で表される (自己情報量)。*2 確率分布関
数 {p(x)}が与えられたとき、得られる情報量の期待値は k

∑
x p(x) ln p(x)で書ける。情報理論では対数の底

を 2とすることが多いため、以下の定義を採用する。

Def. 38: Shannonエントロピー

確率分布 {p(x)}に対し、Shannonエントロピー (情報量)H を

H({p(x)}) := −
∑
x

p(x) log2 p(x)

と定義する。a

a 連続確率分布に対しても同様に H(p(x)) =
∫
dx p(x) log2 p(x)で定義される。

関数の極限と整合するように、p(x) = 0のとき 0 log2 0 = 0とする。
重要な性質を列挙しておく。

Prop. 15: Shannonエントロピーの基本性質

1. H({p(x)}) ≥ 0. 特に p(x) = δx,x0 のとき等号成立。
2. n個の排反事象に関する Shannonエントロピーは、確率分布が一様分布 p(x) = 1/nのとき最
大値 H = log2 nを取る。

*1 確率分布関数を p(x)と書いても離散確率分布を表すことに注意。
*2 Cauchyの関数方程式の議論から解ける。具体的には、x, y ∈ Rに対して f(x) := I(ex)とすると

f(x+ y) = I(ex+y) = I(ex) + I(ey) = f(x) + f(y)

の線型方程式を得る。I の連続性すなわち f の連続性からある定数 k ∈ Cを用いて任意の x ∈ Rで f(x) = kxと書け、p = ex

と取り直すことで任意の p > 0に対し I(p) = k ln pが導かれる。
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p

H(p, 1− p)

1/2

1

図 E.1: 2つの排反事象のうち片方が生じる確率 pと Shannonエントロピー H(p, 1− p).

Prf.

確率事象が排反な 2つの場合、Shannonエントロピーは

H(p(x), 1− p(x)) = −p(x) log2 p(x)− (1− p(x)) log2(1− p(x))

と書ける。Fig. E.1のように、p(x) = 1/2で対称なグラフを描く。すなわち確率が一様分布のとき最大値を
取り、確率が偏っているときに小さくなる。
確率分布が複数ある場合、二つの事象が同時に起こる確率分布 p(x, y)を考えることができる。*3 これによ
り自然に結合エントロピー

H(X,Y ) := −
∑
x,y

p(x, y) log2 p(x, y)

が定まる。二つの確率事象が独立なときは p(x, y) = p(x)p(y)なので、

H(X,Y ) = −
∑
x,y

p(x)p(y)(log2(p(x)) + log2(p(y))) = H(X) +H(Y )

と分解できる。逆にX が Y に完全に依存していれば条件付き確率 p(x|y)は関数 f を用いて p(x|y) = δx,f(y)

と書ける。このとき

H(X,Y ) = −
∑
x,y

p(y)p(x|y)(log2 p(y) + log2 p(x|y)) = H(Y )

が成り立つ。以上の極端な 2例をもとにすると、H(X) +H(Y ) −H(X,Y )は X,Y の依存性を測る指標に
なると予想される。

Def. 39: 相互情報量 (古典情報理論)

確率変数 X,Y に対し、相互情報量 I(X : Y )を

I(X : Y ) := H(X) +H(Y )−H(X,Y )

と定義する。

*3 厳密には、はじめに条件付き確率 p(x|y)を定義した上で p(x, y) := p(y)p(x|y)と定義される。
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E.2.2 von Neumannエントロピー
Shannon エントロピーは古典確率分布の情報量を表すが、量子状態の情報量を表す指標として von

Neumannエントロピーを定義する。

Def. 40: von Neumannエントロピー

量子状態 ρの von Neumannエントロピーを

S(ρ) := −Tr(ρ log ρ)

と定義する。

基本的には Shannonエントロピーと同様の性質を持つ。

Prop. 16: von Neumannエントロピーの基本性質

1. S(ρ) ≥ 0. 特に S(ρ) = 0のとき ρは純粋状態.

2. d次元 Hilbert空間上の状態 ρに対し、S(ρ) ≤ ln d. 特に S(ρ) = ln dのとき ρ = I/d.

3. 合成系 AB が純粋状態ならば、S(A) = S(B).

4. pi を確率分布、ρi を直行部分空間に台を持つ量子状態とするとき、

S

(∑
i

piρi

)
= H({pi}) +

∑
i

piS(ρi)

が成り立つ。
5. pi を確率分布、|i〉を A系の正規直交基底、ρi を B 系の量子状態とするとき、

S

(∑
i

pi |i〉A 〈i|A ⊗ ρi

)
= H({pi}) +

∑
i

piS(ρi)

が成り立つ。

Prf.

混合状態∑i piρi の情報には状態 {ρi}についての情報だけでなく確率分布 {pi}についての情報も含まれて
いる。したがって混合状態の von Neumannエントロピーは {ρi}の von Neumannエントロピーの荷重平均
より大きくなることが期待される。この直感を表すのが以下の定理である。

Thm. 23: von Neumannエントロピーは凸関数

{pi}を (
∑

i pi = 1)なる確率分布、{ρi}を量子状態の密度演算子の集合とするとき、

S

(∑
i

piρi

)
≥
∑
i

piS(ρi)
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が成り立つ。

Prf.

{ρi}で表される量子系を A, 新たに正規直交基底 {|i〉}から構成される量子系を B として

ρAB :=
∑
i

piρi ⊗ |i〉 〈i|

を定義すると見通しが良い。ρi の固有値と固有ベクトルをそれぞれ λi, |i〉として結合エントロピーを
計算すると、

SA = −Tr

(∑
i

piρi ⊗ |i〉B 〈i|B

)
ln

∑
j

pjρj ⊗ |j〉B 〈j|B


= −

∑
klmn

〈k|A 〈l|B

(∑
i

piρi ⊗ |i〉〈i|

)
|m〉A |n〉B

× 〈m|A 〈n|B ln

∑
j

pjρj ⊗ |j〉〈j|

 |k〉A |l〉B

= −
∑
kmn

〈k|A pnρn |m〉A 〈m|A ln(pnρn) |k〉A

= −
∑
k

pkλk ln(pkλk) = −
∑
k

pkλk lnλk −
∑
k

λkpk ln pk

=
∑
k

pkS(ρk)−
∑
k

λkpk ln pk

Def. 41: エンタングルメントエントロピー

量子状態 ρAB の部分系 Aに対するエンタングルメントエントロピー SA を

SA := −TrA(ρA log ρA)

と定義する。

E.3 忠実度
二つの量子状態がどれだけ同じかを測る指標として忠実度 (fidelity)がある。
純粋状態 |ψ〉 , |ϕ〉 ∈ H の同一性は状態ベクトルの Hilbert 空間における内積で表せば良い。ただし状態ベ
クトルは U(1)位相自由度をもつため、絶対値で評価するのが適切であろう。

F(|ψ〉 , |ϕ〉) := | 〈ψ|ϕ〉 | =
√
〈ψ|ϕ〉 〈ϕ|ψ〉.

状態ベクトルをそれぞれ規格化していれば 0 ≤ F(|ψ〉 , |ϕ〉) ≤ 1であり、F(|ψ〉 , |ϕ〉) = 1のとき |ψ〉と |ϕ〉は
同一の状態を表す。
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混合状態の場合、一度純粋化してから上の定義を用いることで忠実度を定義できる。(一般に混合)状態 ρ =∑
i pi |i〉〈i| , σ =

∑
j qj |j〉〈j|をとる。ρの純粋化を |ρ〉 =

∑
i

√
pi |i〉 |i〉R, σの純粋化を |σ〉 =

∑
j

√
qj |j〉 |j〉R

とする。appendix E.1で見たように、純粋化にはユニタリの自由度がある。もし元々用意していた混合状態
ρ, σ が等価だったとしても、異なる基底を選ぶことで |ρ〉 と |σ〉 が直交することもあり得る。例えば |i〉R と
|j〉R を互いに直交する基底に取れば 〈ρ|σ〉 = 0となる。ρ, σ が純粋状態の場合、| 〈i|j〉R | = 1で純粋状態に対
する忠実度が再現される。この観察から、|ρ〉 , |σ〉には数ある純粋化の中でも F(|ρ〉 , |σ〉)が最大になるものを
選ぶのが妥当だろう。そこで

F(ρ, σ) = max
|ρ⟩,|σ⟩

F(|ρ〉 , |σ〉) = max
UR

|〈ρ| (I ⊗ UR) |σ〉|

とする。最右辺では参照系へのユニタリ変換の自由度を変更して F(|ρ〉 , |σ〉)を最大化するような |ρ〉 , |σ〉を
選ぶ代わりに、ユニタリ変換で参照系の内積を最大にするものを選んでいる。(E.1.1)により

F(ρ, σ) = max
UR

∣∣〈ρ| (UT
R ⊗ I) |σ〉

∣∣
= max

UR

∣∣∣∣∣∣
∑

i,j1,j2

√
pi
√
qj1(U

T
R )j2,j1 〈i|j1〉 〈i|j2〉R

∣∣∣∣∣∣
= max

UR

∣∣∣∣∣∑
i

√
pi
√
qi(UR)i,i

∣∣∣∣∣ = max
UR

∣∣Tr(√ρ√σUR

)∣∣.
(A.2.9)により F(ρ, σ) = ‖√ρ

√
σ‖tr を得る。ここまでの議論をまとめると、以下のようにできる。*4

Def. 42: 忠実度

量子状態の密度演算子 ρ, σ に対し、忠実度 F(ρ, σ)を

F(ρ, σ) := Tr
√
ρ1/2σρ1/2 = ‖ρ1/2σ1/2‖tr

とする。

Thm. 24: Uhlmannの定理 [49]

ρ, σ を量子状態の密度演算子、|ρ〉 , |σ〉をそれぞれの純粋化とするとき、

F(ρ, σ) = max
|ρ⟩,|σ⟩

F(|ρ〉 , |σ〉)

が成り立つ。ここに、右辺は純粋化のユニタリの自由度を変更して最大値をとることを意味する。

Uhlmann の定理 Thm. 24 から直ちにわかるように、ρ, σ の入れ替えで忠実度は対称である: F(ρ, σ) =

F(σ, ρ). また同一状態の忠実度は常に 1: F(ρ, ρ) = 1. 0 ≤ F(ρ, σ) ≤ 1も明らかである。
忠実度は状態の内積が根本概念であるから、状態空間の中での 2状態間の近さと解釈できる。二つの状態の
混合は状態空間の内分点をとると解釈すれば、Fig. E.2のような位置関係に対応する不等式が成り立つ。

*4 [49]では C∗-代数を用いて無限次元系にも適用している。
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σ

ρ1

ρ2
ρ

図 E.2: 状態空間における状態 ρ1, ρ2 の混合 ρと比較対称 σ の位置関係の概念図。状態の混合は状態空間にお
ける内分点をとる操作と解釈できる。ρ1, ρ2 までの距離を p : (1 − p)に内分した長さと σ からの距離が一致
するのは破線の円だが、内分点 ρは必ずこの円の内側に位置する。

x

y

g(x)

図 E.3: Affine関数の下限が凸関数であること。各直線は xに関する Affine関数族 ft(x)を表し、太線で示し
た包絡線がその下限 g(x) = inft ft(x)を表す。

Cor. 11: 忠実度の凸性

{pi}を確率分布、{ρi}, {σi}を量子状態の密度演算子の集合とするとき、

F

(∑
i

piρi, σ

)
≥
∑
i

piF(ρi, σ)

が成り立つ。

混合状態の忠実度は密度行列の平方根で与えられているため解析が難しい。Affine関数であれば評価が簡単
なので、F(ρ, σ)を概ね Aρ+Bσ + const.に変形したい。積の平方根を Affine関数で評価するには相加相乗
平均の不等式が有効だろう。Affine関数を ρH +H−1σ のように表せば、この下限には H が現れないと期待
される。忠実度の表式

√
ρ1/2σρ1/2 を念頭において、適切に巡回性を使えるようにトレースの評価へ持ち込

む。ここまでを踏まえ √
ρ1/2σρ1/2 = min

H

1

2

(
Tr(ρH) + Tr

(
σH−1

))
を目指す。
右辺が ρ, σ の凸関数であることは直感的には Fig. E.3のように解釈できる。実際、線型空間X 上の Affine

関数族 {ft : X → R}t∈T の下限を
g(x) := inf

t∈T
ft(x)
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と定義すると、λ ∈ Cに対し任意の x, y ∈ X, t ∈ T で

ft(λx+ (1− λ)y) = λft(x) + (1− λ)ft(y) ≥ λg(x) + (1− λ)g(y)

となるため、左辺の下限をとることで g(λx+ (1− λ)y) ≥ λg(x) + (1− λ)g(y)が成り立つ。

Prf. Cor. 11 (忠実度の凸性)

X > 0, Y ≥ 0を同一サイズのエルミート行列とする。

0 ≤ (X1/2 −X−1/2Y 1/2)†(X1/2 −X−1/2Y 1/2)

= X + Y 1/2X−1Y 1/2 − 2Y 1/2

であるから、両辺のトレースをとって巡回性を用いることで Tr(X) + Tr
(
Y X−1

)
≥ 2Tr

(
Y 1/2

)を得
る。ρ, σ と同じサイズのエルミート行列H > 0を任意にとり、X =

√
ρH

√
ρ, Y =

√
ρσ

√
ρとすれば

Tr(ρH) + Tr
(
σH−1

)
≥ 2Tr(

√
ρσ

√
ρ)

1/2
= 2F(ρ, σ)

である。H̃ := ρ−1/2
√
ρ1/2σρ1/2ρ−1/2 とおくと

Tr
(
ρH̃
)
+Tr

(
σH̃−1

)
= 2Tr(

√
ρσ

√
ρ)

1/2

となって等号成立。以上より

F(ρ, σ) = min
H>0

1

2

(
Tr(ρH) + Tr

(
σH−1

))
.

右辺は ρ, σ について Affine関数の下限になっており、凸関数である。
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付録 F

本文で省略した証明

本文のいくつかの命題、特に数学的命題は、内容が技術的であることと議論の流れを妨げることを理由に証
明を省略している。本章では保留した命題の証明を補完する。

F.1 gapped系に関する命題の証明
F.1.1 ?? (フィルター付き階段関数の評価)の証明

lim
T→∞

lim
ϵ→+0

i

2π

∫ T

−T

dt
e−iEte−αt2

t+ iϵ
=

1

2π

√
π

α

∫ 0

−∞
dω e−(ω+E)2/4α

=

{
1 +O

(
exp
(
−E2/4α

))
(E ≥ ∆E)

O
(
exp
(
−∆E2/4α

))
(E ≤ −∆E)

と評価できることを示す。

I(E) =
i

2π

∫ T

−T

dt
e−iEte−αt2

t+ iϵ

とする。Fourier変換により

e−iEte−αt2 =
1

2π

√
π

α

∫ ∞

−∞
dω exp

[
− (ω + E)2

4α

]
eiωt

である。∆ω = bT−1/2 (b > 0)とおいて、積分を

I−(E) :=
i

2π

1

2π

√
π

α

∫ T

−T

dt
1

t+ iϵ

∫ −∆ω

−∞
dω exp

[
− (ω + E)2

4α

]
eiωt

I0(E) :=
i

2π

1

2π

√
π

α

∫ T

−T

dt
1

t+ iϵ

∫ ∆ω

−∆ω

dω exp

[
− (ω + E)2

4α

]
eiωt

I+(E) :=
i

2π

1

2π

√
π

α

∫ T

−T

dt
1

t+ iϵ

∫ ∞

∆ω

dω exp

[
− (ω + E)2

4α

]
eiωt

の 3つに分割し、I(E) = I−(E) + I0(E) + I+(E)とする。
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まず ϵ, T の極限をとる前であれば∫ T

−T

dt

∫ ∞

∆ω

dω

∣∣∣∣ 1

t+ iϵ
exp

[
− (ω + E)2

4α

]
eiωt

∣∣∣∣
= const.× α1/2

∫ T

−T

dt
1√

t2 + ϵ2
<∞

なので Fubiniの定理により積分の順序を交換できる。
I0(E)について評価する。非広義積分は交換するので、

I0(E) =
i

2π

1

2π

√
π

α

∫ ∆ω

−∆ω

dω exp

[
− (ω + E)2

4α

] ∫ T

−T

dt
eiωt

t+ iϵ

である。tについての積分は、
lim
ϵ→0

1

t+ iϵ
= P

1

t
− iπδ(t)

により ∫ T

−T

dt
eiωt

t+ iϵ
= P

∫ T

−T

dt
cosωt+ i sinωt

t
− iπ = 2i

∫ T

0

dt
sinωt

t
− iπ

である。第 1項は T = π にて最大値 (≈ 1.85)をとることが知られているので、t積分の絶対値は T,∆ω に依
存しない定数で押さえられる。*1 よって

|I0(E)| ≤ const.× α−1/2

∫ ∆ω

−∆ω

dω exp

[
− (ω + E)2

4α

]
≤ const.× α−1/2∆ω = const.× α−1/2T−1/2

であり、T → ∞で 0.

I+(E)について評価する。時間積分を先に実行すると、∫ T

−T

dt
eiωt

t+ iϵ
=

∫ ∞

−∞
dt

eiωt

t+ iϵ
−
∫
|t|>T

dt
eiωt

t+ iϵ

= −2πiΘ(−ω)−
[

eiωt

iω(t+ iϵ)

]∞
±T

−
∫
|t|>T

dt
eiωt

iω(t+ iϵ)2

= −2πiΘ(−ω) +O
(
ω−1T−1

)
である。ここに Θは Hevisideの階段関数である。さらに ω 積分を評価すると∣∣∣∣∫ ∞

∆ω

dω exp

[
− (ω + E)2

4α

]
1

ω

∣∣∣∣ ≤ 1

∆ω

∣∣∣∣∫ ∞

∆ω

dω exp

[
− (ω + E)2

4α

]∣∣∣∣
≤ 1

∆ω

∣∣∣∣∫ ∞

−∞
dω exp

[
− (ω + E)2

4α

]∣∣∣∣
= const.× α1/2T 1/2

*1 正弦積分
Si(x) :=

∫ x

0
dt

sin t

t

が x = π で最大となることは、x > 0 ⇐⇒ Si(x) > 0となること、x = (2Z+ 1)π で極大値をとること、および∣∣∣∣∣
∫ nπ

(n−1)π
dt

sin t

t

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
∫ (n+2)π

(n+1)π
dt

sin t

t

∣∣∣∣∣
となることから従う。
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となるので、全体として

|I+(E)| ≤ const.× α1/2T−1/2 → 0 (T → ∞)

である。
最後に I−(E)について評価する。上記の t積分の評価により

I−(E) =
i

2π

1

2π

√
π

α

∫ −∆ω

−∞
dω exp

[
− (ω + E)2

4α

](
−2πi+O

(
ω−1T−1

))
→ 1

2π

√
π

α

∫ 0

−∞
dω exp

[
− (ω + E)2

4α

]
(ϵ→ 0, T → ∞)

=
1

2π

√
π

α

∫ E

−∞
dω e−ω2/4α.

E ≤ −∆E のとき、
(LHS) ≤

∫ E

−∞
dω

ω

|E|
e−ω2/4α = O

(
exp
(
−∆E2/4α

))
であり、E ≥ ∆E のとき、

(LHS) =
1

2π

√
π

α

(∫ ∞

−∞
−
∫ ∞

E

)
dω e−ω2/4α = 1 +O

(
exp
(
−∆E2/4α

))
である。

F.2 整数論に関する命題の証明
Prop. 17: 整数値関数は二項係数の線型結合で一意に表せること

任意の r 次までの有理数値関数の集合を Vr := {P : Z → Q | degP ≤ r}、整数値関数への制限を
V Z
r := {P : Z → Z | degP ≤ r}とする。整数値関数 P ∈ V Z

r は {nm ∈ Z}nm=0 を用いて

P (x) =

r∑
m=0

nm

(
x+m− 1

m

)
という形で一意に表される。ただし (x+m−1

m

)
= x(x+ 1) · · · (x+m− 1)/m!は二項係数である。

Proof.

■(x+m−1
m

)が V Z
r の独立な基底であること 任意の f ∈ Vr に対して

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x), ∆0f(x) = f(x), ∆k+1f(x) = ∆(∆kf(x))

を定め、
Bk(x) =

(
x+ k − 1

k

)
=
x(x+ 1) · · · (x+ k − 1)

k!

とする。このとき、

∆Bk(x) =
1

k!
((x+ k)− x)(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ k − 1) =

(
x+ k − 1

k − 1

)
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なので
∆mBk(x) =

{(
x+k−1
k−m

)
(k ≥ m),

0 (k < m).

x = 0にて評価すると、m ≥ 1では

(∆mBk)(0) =

{(
k−1
k−m

)
=
(
k−1
m−1

)
(k ≥ m),

0 (k < m)

およびm = 0にて (∆0Bk)(0) = δk,0 を得る。(r + 1)× (r + 1)行列

M = [(∆mBk)(0)]
r
m,k=0 =


1 0 0 · · · 0

0
(
0
0

) (
1
0

)
· · ·

(
r−1
0

)
0 0

(
1
1

)
· · ·

(
r−1
1

)
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · ·
(
r−1
r−1

)


は上三角行列であり、対角成分はすべて 1であるから detM = 1で、Q上ではM−1 を持つ。T : Vr → Qr+1

を T [P ] := ((∆mP )(0))rm=0 で与えると、

(T [Bk])
r
k=0 = ((∆mBk)(0))

r
m,k=0 =M

なので T は次元を変えず、Bk は Vr の独立な基底を張る。

■整数値関数の一意的な分解 上記の事実から任意の P ∈ Vr は

P (x) =:

r∑
k=0

nkBk(x), nk ∈ Q (F.2.1)

と一意に分解できる。特に P ∈ V Z
r のとき、P (Z) ⊂ Zであり、(F.2.1)を具体的に計算することで

n0 = P (0), nk = (∆kP )(0) =

r∑
m=k

nm

(
m− 1

k − 1

)
(k ≥ 1)

とわかるので、 
(∆0P )(0)
(∆1P )(0)
(∆2P )(0)

...
(∆rP )(0)

 =


1 0 0 · · · 0

0
(
0
0

) (
1
0

)
· · ·

(
r−1
0

)
0 0

(
1
1

)
· · ·

(
r−1
1

)
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · ·
(
r−1
r−1

)




n0
n1
n2
...
nr

.

行列は正則なので、この方程式を解くことで係数が具体的に求まる。

■nk が整数であること 仮定より nr = (∆rP )(0) ∈ Zである。k についての帰納法により、

nk = bk −
r∑

m=k+1

nm

(
m− 1

k − 1

)
∈ Z

なので全ての k に対し nk ∈ Zである。
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Prf. N 次差分は二項係数による線型結合

任意の f : Z → C に対し、Tf(x) = f(x + 1) と定める。差分差要素は ∆ = f(x + 1) − f(x) =

(T − 1)f(x)であるから、

∆Nf(0) = (T − 1)Nf(0) =

N∑
k=0

(
N

k

)
(−1)N−kT kf(0) =

N∑
k=0

(
N

k

)
(−1)N−kf(k)

と展開できる。

F.3 (4.2.3)の転送行列を用いた議論による証明
証明するのは以下の命題である。方針は [50, 36]に従う。

Prop. 18: (4.2.3)

ランク r の多極子対称性を持つ系のバルクにおいて、任意の k ≤ r に対し、ランク k の多極子対称性
の作用により (4.2.3)を満たすゲージが存在する。

帰納法により証明する。r = 1のときは本文で示した通り。k で成り立つと仮定し、k + 1で成り立つこと
を示す。
A をランク r の多極子対称性を有する SPT 基底状態を構成する左標準形の injective MPS テンソルとす
る。すなわち、転送行列 T (O) =

∑
hA

h†OAh の左固有ベクトルが単位行列、右固有ベクトルがフルランク
行列 ρである。

A

A

= ,

A

A

ρ = ρ . (F.3.1)

U
(k+1)
g |ψ〉は (4.2.3)を繋げたものだが、SPT相の定義から |ψ〉はただ一つの基底状態なので、〈ψ|U (k+1)

g |ψ〉
は U(1)位相因子である。この値は転送行列 Tk(O) :=

∑
hA

h†OX(k)†
g Ah を繋げることで評価できる。転送

行列 Tk が左固有値として |λ| 6= 1を持てば、 〈ψ|U (k+1)
g |ψ〉は熱力学極限 L→ ∞で発散するか 0となって不

合理。よって Tk は U(1)固有値の左固有ベクトル X
(k+1)†
g がある。

A

AX
(k)†
g

X
(k+1)
g

·
= X

(k+1)
g . (F.3.2)

本文同様、 ·
=は U(1)位相因子を除いて両辺が一致することを表す。

147



続いて以下の量を評価する。

X(k+1)†X(k+1)

ρ =

X(k+1)†A

A

X(k+1) X(k)†

ρ

=

A

AX(k+1)

X(k+1)†X(k)†

√
ρ

√
ρ

.

(F.3.3)

(F.3.1)により、この右辺の上半分と下半分はノルムが等しいことがわかる。

A

A

X(k+1)†

X(k+1)

√
ρ

√
ρ

=

X(k+1)†

X(k+1)

√
ρ

√
ρ

=

A

A X(k+1)X(k)

X(k+1)†X(k)†

√
ρ

√
ρ

.

最後の等号で X
(k)
g のユニタリ性を利用した。(F.3.3)と比較すると、∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ A

AX(k+1)

X(k+1)†X(k)†

√
ρ

√
ρ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=

A

A

X(k+1)†

X(k+1)

√
ρ

√
ρ

A

A X(k+1)X(k)

X(k+1)†X(k)†

√
ρ

√
ρ

,

を得る。これは Cauchy-Schwarzの不等式であり、左辺の上半分と下半分は同じノルムを有しているので互い
に比例する。よって、

AX(k+1)†
√
ρ

·
=

AX(k)† X(k+1)†
√
ρ

となり、X(k+1)
g がユニタリなら (4.2.3)と等価。
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(4.2.3)と (F.3.2)により

A

A

X(k+1)†

X(k+1)

·
=

A

A

X(k)† X(k+1)†
X(k+1)

·
=

X(k+1)†

X(k+1)

.

が成り立つ。injective MPSテンソルから構成される転送行列の U(1)固有値は常に 1で、対応する固有ベク
トルは常に単位行列であるから、X(k+1)

g はユニタリ演算子である。
Prop. 8を証明する。

F.4 Prop. 8の証明
■証明で使う記法 証明に先立って記法を整理する。この証明では任意の g, h ∈ Gを固定するため、θg,h(k, l)
を θ(k, l)と略記する。また

SL(k, l) :=

k∑
m=0

l∑
n=0

θ(m,n)BL(k −m)BL(l − n), BL(t) :=

(
L+ t− 1

t

)
,

CL(k, l) := SL(k, l)− θ(k, l),

を導入することで (4.2.6)は
exp[iCL(k, l)] = 1.

と書き直せる。与えられた関数 f : Z2 → Rに対して差分作用素 ∆を

∆f(k, l) := f(k, l)− f(k − 1, l)− f(k, l − 1) + f(k − 1, l − 1)

とする。さらに Pascalの恒等式(
L+ t− 1

t

)
=

(
L+ t− 2

t− 1

)
+

(
L+ t− 2

t

)
,

を書き換えることで
BL(t) = BL(t− 1) +BL−1(t) (F.4.1)

とできる。これにより ∆SL(k, l)は次のように簡略化できる。

∆SL(k, l) = SL−1(k, l). (F.4.2)
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実際、

∆SL(k, l)

=

k−1∑
m=0

l−1∑
n=0

θ(m,n)(BL(k −m)BL(l − n)−BL(k − 1−m)BL(l − n)

−BL(k −m)BL(l − 1− n) +BL(k − 1−m)BL(l − 1− n))

+

(
k−1∑
m=0

BL(k −m)δn,l +

l−1∑
n=0

δm,kBL(l − n) + δk,mδl,n

−
k−1∑
m=0

BL(k − 1−m)δn,l −
l−1∑
n=0

δm,kBL(l − 1− n)

)
θ(m,n)

=

k−1∑
m=0

l−1∑
n=0

θ(m,n)(BL(k −m)−BL(k − 1−m))(BL(l − n)−BL(l − 1− n))

+

k−1∑
m=0

θ(m, l)(BL(k −m)−BL(k − 1−m))

+

l−1∑
n=0

θ(k, n)(BL(l − n)−BL(l − 1− n)) + θ(k, l)

=

k−1∑
m=0

l−1∑
n=0

θ(m,n)BL−1(k −m)BL−1(l − n) +

k−1∑
m=0

θ(m, l)BL−1(k −m)

+

l−1∑
n=0

θ(k, n)BL−1(l − n) + θ(k, l),

によって確かめられる。最後の行では (F.4.1)を用いた。

■十分性 はじめに十分性を示す。
(4.2.6)が任意の L, g, hで成り立つとき、CL(k, l) = 0と書き換えられるので、

0 = ∆CL(k, l) = ∆SL(k, l)−∆θ(k, l)

= SL−1(k, l)−∆θ(k, l)

= θ(k − 1, l)− θ(k, l − 1) + θ(k − 1, l − 1).

2行目では (F.4.2)を、3行目では CL−1 = SL−1 − θ = 0を用いた。これは (4.2.7)と同値である。
(4.2.8) (θ(k, l) = 0 for k + l < r)の証明を帰納法で行う。CL(0, 1) = θ(0, 0)L = 0により θ(0, 0) = 0が
保証される。これは k+ l = 0の場合に対応する。s < rを固定し、k+ l < sに対して θ(k, l) = 0となること
を仮定する。θ(k, l) = θ(k + 1, l) + θ(k, l + 1)が証明されているので、θ(0, s)を決めると k + l = sとなる他
の θ(k, l)が決定する。

θ(0, s) = −θ(1, s− 1) = θ(2, s− 2) = · · · = (−1)sθ(s, 0)

一方で、

0 = CL(0, s+ 1) =

s∑
n=0

θ(0, n)BL(s+ 1− n) = Lθ(0, s)

となるので、任意の k + l = sにて θ(k, l) = 0.
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■必要性 続いて (4.2.7) (θ(k, l) = θ(k + 1, l) + θ(k, l + 1) for k, l < r) および (4.2.8) (θ(k, l) = 0 for

k + l < r)を仮定する。前者は
∆θ(k, l) = θ(k, l), ∀k, l < r + 1 (F.4.3)

と書き換えられる。(F.4.2)と (F.4.3)によって

∆CL(k, l) = ∆SL(k, l)−∆θ(k, l) = SL−1(k, l)− θ(k, l).

よって
∆CL(k, l) = CL−1(k, l)

である。
L = 1を考えるのは物理的ではないが、C1 は数学的に well-definedなので、これを評価する。

C1(k, l) =

k∑
m=0

l∑
n=0

θ(m,n)B1(k −m)B1(l − n)− θ(k, l) =

k∑
m=0

l∑
n=0

θ(m,n)− θ(k, l)

k + l ≤ r のとき、仮定から右辺は 0となる。一方 k + l > r のとき、

∆C1(k, l) =

(
k∑

m=0

l∑
n=0

−
k−1∑
m=0

l∑
n=0

−
k∑

m=0

l−1∑
n=0

+

k−1∑
m=0

l−1∑
n=0

)
θ(m,n)−∆θ(k, l)

= θ(k, l)− θ(k, l) = 0.

よって任意の k, l ≥ 0にて C1(k, l) = 0である。
Lの帰納法により CL(k, l) = 0を示す。任意の k, l ≥ 0で CL−1(k, l) = 0となることを仮定する。(??)に
より

CL(k, l) = CL(k − 1, l) + CL(k, l − 1)− CL(k − 1, l − 1)

すなわち任意のm+ n < k + lで CL(m,n) = 0なら CL(k, l) = 0である。m+ n ≤ r をとると、

CL(m,n) =

m∑
m′=0

n∑
n′=0

θ(m′, n′)BL(m−m′)BL(n− n′)− θ(m,n) = 0

第 2の等号では残っている θ(m′, n′)が仮定により 0であることを用いた。よって k + l の帰納法により、任
意の k, l ≥ 0にて CL(k, l) = 0である。これは (4.2.6)と同値である。

F.5 decorated domain wall構成による多極子 SPT模型に関する証明
補題として、本節で多用する二項係数と差分演算子の関係式を示す。

Lem. 31: 差分演算子の累乗と二項係数

任意の関数 f : Z → Cに対して差分演算子 ∆を ∆f(k) := f(k + 1)− f(k)と定義すると、

∆Nf(k) =

N∑
m=0

(−1)N−m

(
N

m

)
f(k +m).
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Prf.

並進演算子 T を Tf(k) := f(k + 1)と定義すると、∆ = T − 1である。二項展開により

∆Nf(k) = (T − 1)Nf(k) =

N∑
m=0

(−1)N−m

(
N

m

)
Tmf(k)

=

N∑
m=0

(−1)N−m

(
N

m

)
f(k +m).

F.5.1 commuting projector Hamiltonianであること

a
(2n+1,η)
j = Xj

2n+2∏
k=0

Z
(−1)k(2n+2

k )η
j−(n+1)+k

どうしの積の交換関係 [U, V ] := UV U−1V −1 を計算する。j′ = j + k, |k| ≤ n+ 1ならば[
a
(2n+1,η)
j , a

(2n+1,η)
j+k

]
=

[
XjZ

(−1)k+n+1( 2n+2
k+n+1)η

j+k , Xj+kZ
(−1)−k+n+1( 2n+2

−k+n+1)η
j

]
= exp

[
2πiη

N

(
−(−1)k+n+1

(
2n+ 2

k + n+ 1

)
+ (−1)−k+n+1

(
2n+ 2

−k + n+ 1

))]
= 1

を満たす。k > n+ 1ならば a
(2n+1,η)
j と a

(2n+1,η)
j+k は台を共有しないので自明に可換。

ランクが偶数 r = 2nの場合は局所ハミルトニアンが

a
(2n,ξ)
j = X†

j+1

2n+1∏
k=0

Z̃
(−1)k(2n+1

k )Mξ/K

j−n+k

ã
(2n,ξ)
j = X̃j

2n+1∏
k=0

Z
(−1)k(2n+1

k )Nξ/K

j−n+k

で与えられるが、|k| ≤ nに対して[
a
(2n,ξ)
j , ã

(2n,ξ)
j+k

]
=

[
X†

j+1

2n+1∏
l=0

Z̃
(−1)l(2n+1

l )Mξ/K

j−n+l , X̃j+k

2n+1∏
m=0

Z
(−1)m(2n+1

m )Nξ/K

j−n+k+m

]

= exp

[
2πi

K
(−1)k+n

(
2n+ 1

k + n

)]
exp

[
2πi

K
(−1)n−k+1

(
2n+ 1

n− k + 1

)]
= exp

[
2πi

K
(−1)k+n

((
2n+ 1

n+ k

)
−
(
2n+ 1

n+ k

))]
= 1

なので交換する。k > nならば a
(2n,ξ)
j と ã

(2n,ξ)
j+k は台を共有しないので自明に可換。
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F.5.2 r以下の対称性を持つこと
ランク r0 の多極子対称性

U (r0) :=
∏
i∈Λ

X
(i+r0−1

r0
)

i

との交換が以下の議論によってわかる。
ランク r における局所 Hamiltonianと U (r0) の交換に非自明な寄与を与えるのは

r+1∏
k=0

Z
(−1)k(r+1

k )
j−[(r+1)/2]+k

の部分。ただし [x]は xを超えない最大の整数を表す。Lem. 31を用いると、[
r+1∏
k=0

Z
(−1)k(r+1

k )
j−[(r+1)/2]+k,

∏
i∈Λ

X
(i+r0−1

r0
)

i

]

= exp

[
2πi

N

r+1∑
k=0

(−1)k
(
r + 1

k

)(
j − [(r + 1)/2] + k + r0 − 1

r0

)]

= exp

[
2πi

N
(−1)r+1∆r+1

k

(
j − [(r + 1)/2] + k + r0 − 1

r0

)]
k=0

を得る。最右辺の二項係数は r0次であり、r0 ≤ rならば∆r+1を作用させると 0になるので [a
(r,ζ)
j , U (r0)] = 1

が従う。一方 r0 > r では最右辺が非自明になるためランク r + 1以上の多極子対称性を持たない。

F.5.3 symmetry fractionalization

奇数ランク r = 2n+ 1

十分バルクの格子点 xにおける作用を考えると、

∏
j∈Λ

(
a
(2n+1,η)
j

)(j+r0−1
r0

)
∣∣∣∣∣∣
x

=
∏
j∈Λ

[
X
(j+r0−1

r0
)

j

2n+2∏
k=0

Z
(−1)k(2n+2

k )(j+r0−1
r0

)η
j−(n+1)+k

]∣∣∣∣∣∣
x

= X
(x+r0−1

r0
)

x

2n+2∏
k=0

Z
(−1)k(2n+2

k )(x+n−k+r0
r0

)η
x

だが、r0 < 2n+ 2なので、Lem. 31により
2n+2∑
k=0

(−1)k
(
2n+ 2

k

)(
x+ n− k + r0

r0

)
= ∆2n+2

k

(
x+ n− k + r0

r0

)
k=0

= 0.

故に十分境界から離れていれば Z による作用は自明になる。

153



Lr0 =

n+1∏
j=1

X
(j+r0−1

r0
)

j

 3(n+1)∏
jx=n+2

∏
0≤kz≤2n+2

1≤jx−(n+1)+kz≤2n+2

Z
−(−1)kz (2n+2

kz
)(jx+r0−1

r0
)

jx−(n+1)+kz

=

n+1∏
j=1

X
(j+r0−1

r0
)

j

 2n+2∏
x=1

x+n+1∏
jx=n+2

Z
−(−1)x+n+1−jx( 2n+2

x+n+1−jx
)(jx+r0−1

r0
)

x

=

(
n+1∏
x=1

X
(x+r0−1

r0
)

x

)
2n+2∏
x=1

Z
−

∑x
j=1(−1)x−j(2n+2

x−j )(
j+n+r0

r0
)

x

なので、交換関係

[Lr1 ,Lr2 ]

=

n+1∏
x=1

[
Z

−
∑x

j1=1(−1)x−j1(2n+2
x−j1

)(j1+n+r1
r1

)
x , X

(x+r2−1
r2

)
x

]

×
n+1∏
x=1

[
X
(x+r1−1

r1
)

x , Z
−

∑x
j2=1(−1)x−j2(2n+2

x−j2
)(j2+n+r2

r2
)

x

]

=

n+1∏
x=1

exp

2πi
N

x∑
j=1

(−1)x−j

(
2n+ 2

x− j

)(
j + n+ r1

r1

)(
x+ r2 − 1

r2

)
− (r1 ↔ r2)


が成り立つ。
r1 + r2 < 2n+ 1のとき交換関係は自明であることを示す。

[Lr1 ,Lr2 ] = exp

2πi
N

n+1∑
x=1

x∑
j=1

(−1)x−j

(
2n+ 2

x− j

)(
j + n+ r1

r1

)(
x+ r2 − 1

r2

)
− (r1 ↔ r2)


= exp

[
2πi

N

n+1∑
x=1

x−1∑
k=0

(−1)k
(
2n+ 2

k

)(
x− k + n+ r1

r1

)(
x+ r2 − 1

r2

)
− (r1 ↔ r2)

]

= exp

[
2πi

N

n∑
k=0

(−1)k
(
2n+ 2

k

) n+1∑
x=k+1

(
x− k + n+ r1

r1

)(
x+ r2 − 1

r2

)
− (r1 ↔ r2)

]

= exp

[
2πi

N

n∑
k=0

(−1)k
(
2n+ 2

k

) n−k∑
y=0

(
y + n+ r1 + 1

r1

)(
y + k + r2

r2

)
− (r1 ↔ r2)

]

である。xについての総和

S(k) :=

n+1∑
x=k+1

[(
x− k + n+ r1

r1

)(
x+ r2 − 1

r2

)
−
(
x− k + n+ r2

r2

)(
x+ r1 − 1

r1

)]
は k について高々 r1 + r2 次の多項式であり、

S(2n+ 2− k) =

n+1∑
x=2n+3−k

[]
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α = 2n+ 2− k, β = k + x− n− 1として
n+1∑
x=1

x∑
j=1

(−1)x−j

(
2n+ 2

x− j

)(
j + n+ r1

r1

)(
x+ r2 − 1

r2

)

= −
n+1∑
x=1

∑
(α,β)

(−1)α
(
2n+ 2

α

)(
α+ β + r1 − 1

r1

)(
β + n+ r2

r2

)
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