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全て [MGSC18]に書いている。

第 I部
結果
1 Formalism

1.1 Injective PEPS

virtual particleが 4つ集まった PEPSを考えて、

Vn,m(B) = · · · · · ·

と表す。ここに、黒で表した線は maximally entangled stateを表し、赤丸は 4つの virtual particleに作用
する演算子である。演算子が単射であるとき、PEPSは injectiveであるという。
以下では four-partite stateによって生成される PEPSを考える。上の状態は

=

とすることによって書ける。

1.2 Semi-injective PEPS

Def. 1: semi-injective PEPS

|ϕ〉は spin-1/2が 4つまとまった full rankaの縮約密度行列が全てのサイトに割り振られている状態で

|ϕ〉 =

と表し、O は逆を持つ演算子で
O =

と表す。このとき n×m torus上で semi-injective PEPS |Ψn×m(ϕ,O)〉を、

|Ψn×m(ϕ,O)〉 =
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と定義する。

a full rankであることは議論の面倒から要請している。どんな状態が semi-injective PEPSで書けるかには影響しない。

minimal rank decompositionをよく行うので、記法を整えておく。たとえば

の minimal rank decompositionを

と書くことにする。これを踏まえて minimal rank decompositionを

=

with Schmidt vector

で表す。

2 Results

(ϕA, OA), (ϕB , OB) で生成される 2 つの semi-injective PEPS を考察する。この二つにより生成される
PEPSが比例すると仮定する。すなわち

|ϕA〉 = , |ϕB〉 = ,

OA = , OB =

と書いたとき、

= µn,m
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である。このとき、両辺に O−1
B を作用させて

= µn,m (2.1)

である。このセットアップで、以下を証明する。

Thm. 1: Fundamental theorem for semi-injective PEPS

ある n0,m0 ≥ 3にて (2.1)が成り立つとき、任意の n,m ∈ Nにて、以下が成立する。

1. (2.1)が µn,m = µnm の形で成り立つ
2. (2.1)左辺に作用する O = O−1

B OA の作用は boundaryに作用するMPOとして以下のものに
対応する: minimal rank decompositionを

= , =

としたとき、MPO tensor X,Y が存在して、

· · · · · · = µn × · · ·

X

Y

X

Y

X

Y

· · ·

ただし µ ∈ Cは 1の µであり、任意のサイズ nで Vn(Y ) = (Vn(X))−1 で、2つのテンソルを
blockingした

X

Y

X

Y

にて X,Y は injective.

3. 半分に切断するのが minimal rank decomposition に対応するような、4つの spin-1/2に作用
する non-translationally invariantなMPOが演算子 O に対応する

4. 演算子 O は 2体の可逆な演算子の積で書ける:

O = (O14 ⊗O23) · (O12 ⊗O34) =
(
Õ12 ⊗ Õ34

)
·
(
Õ14 ⊗ Õ23

)
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= =

Thm. 1から 2D SPTの 3rd cohomology groupを導出することができる。Gを群として、Og を (unitary

とは限らない)忠実な表現とする。|ϕ〉は spin-1/2が 4つまとまった full rankの一粒子縮約密度行列で表せ
る状態とする。任意の g ∈ Gで Og が |ϕ〉と idにより構成される semi-injective PEPS |Ψ(ϕ, id)〉の対称性
とする。

= µnm(g) (2.2)

ここに、青の格子は |ϕ〉を、赤丸は Og を表す。ユニタリ表現にするには、semi-injective PEPSを可逆な演
算子 Aを用いて |Ψ(ϕ,A)〉, ユニタリ表現 U?g として、(2.2)左辺の演算子を Og = A−1UgAとすれば良い。
この設定のもと、以下を証明することになる。

Thm. 2

(2.2)がある n,m ≥ 3で成り立つとき以下が成立する。

1. g 7→ µ(g)は Gの 1次元表現
2. 任意の g ∈ Gに対してMPO tensor Xg, Yg が存在して、

· · · · · · = µn(g)× · · ·

Xg

Yg

Xg

Yg

Xg

Yg

· · ·

ここに、任意の nで Vn(Yg) = (Vn(Xg))
−1 であり、Vn(Xg), Vn(Yg)は Gの 2-cocycle λを乗

数系とする射影表現
Vn(Xg)Vn(Xh) = λn(g, h)Vn(XhXh)

を組む。特に Vn(Xg)Vn(Xh)は canonical formでブロックは 1つだけ。
3. H3(G,C∗)の元を one-block MPO rep. g 7→ Xg に割り当てる canonicalな方法が存在する
4. Og は spin-1/2 4つに作用する non-translationally invariantなMPOとして、O(1)

g , O
(2)
g , O

(3)
g ,

O
(4)
g を使った形で表せる (Thm. 1の 3と同様)。ただし、Vn(O(1)

g O
(2)
g O

(3)
g O

(4)
g )は one-block

projective MPO表現を組んで、cohomology labelは boundaryと一致する。特に縦横境界の
MPO labelは一致する。
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3 Canonical form

Prop. 3: semi-injective PEPSが等しいなら 3× 3の比較で十分

ある n0,m0 ≥ 3にて

= µn,m (3.1)

が成立するとき、任意の n,m ∈ Nで成立し、µn,m = µnm となる.

Thm. 4: 等価な semi-injective PEPSは端に local gaugeを残す

(3.1)がある n0,m0 ≥ 3で成り立つとき、テンソル X,Y と µ ∈ Cが存在して、

· · · · · · = µn × · · ·

X

Y

X

Y

X

Y

· · · (3.2)

および
Vn(Y ) = (Vn(X))−1

が任意の n ∈ Nで成立する。さらに二つのテンソルを blockingした

X

Y

X

Y

にて X,Y は injective.

Lem. 5: semi-injective PEPSは blockingで injective

(3.2)左辺は 2つのテンソルを blockingすると、MPSは injectiveになる。

ここまでの議論で等価な semi-injective PEPS の境界とMPO O が関係していることがわかった。逆に等
価な semi-injective PEPSを与えうるMPO O がどのようなものかを調べる定理を証明できる。
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Prop. 6: MPO O は 2体への可逆な演算子の積

(3.1)の演算子 O は 2体に作用する可逆な演算子の積で書ける:

O = (O14 ⊗O23) · (O12 ⊗O34) =
(
Õ12 ⊗ Õ34

)
·
(
Õ14 ⊗ Õ23

)
絵で描けば、

= = (3.3)

より強い主張として、等価な semi-injective PEPSを与える必要十分条件を列挙できる。

Thm. 7: semi-injective PEPSが等価である必要十分条件

二つの semi-injective PEPS が等価 ((3.1)が成立)であることの必要十分条件は、以下をすべて満た
すことである。

• 演算子 O が two-body operatorに分割する

= =

• four-partite stateの Schmidtベクトルが以下を満たす

=

= (3.4)

ただし、four-partite state |ϕA〉の横方向/縦方向の swapをそれぞれ

H :

1 2

34

7→

2 1

43

, V :

1 2

34

7→

4 3

21

で定義し、

= HOH, = V OV

とする。a

a HOH と書いたときに、右側の H と左側の H は一般に異なる Hilbert 空間にかかるので同一の演算子とは限らない。
具体的には、右側の H は青の PEPSの Hilbert空間にかかり、O : HA → HB の作用ののち左側の H は緑の PEPS

の Hilbert空間にかかる。
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(??)は二つの状態が n × 1トーラスと 1 × nトーラスで同じ状態を与えることを意味している。そのため
Thm. 4 と合わせて必要条件であることは自明。virtual particle の Hilbert 空間は一般に異なっても良いの
で、HA = HB などが成り立つとは限らない。

4 SPT Phases

以下、G↷ C∗ は trivialとする。

4.1 Third cohomology labelling of MPO representations

群 G と MPO 射影表現 Xg s.t. Vn(Xg)Vn(Xh) = λn(g, h)Vn(Xgh) を考える。このような MPO 射影表
現を”one-block projective MPO representation”と呼ぶ。本節では H3(G,C∗)の元を one-block projective

MPO representationに割り当てる canonicalな方法を考える。

4.1.1 下準備
まず、以下の補題によって Xg は normalとしても一般性を失わない。

Lem. 8: one-block proj. MPO rep.なら normalにできる

g 7→ X̃g を Gの one-block projective MPO representationとする。すなわち、任意の g, h ∈ Gに対
してある λ(g, h) ∈ C∗ が存在して、

Vn(X̃g)Vn(X̃h) = λn(g, h)Vn(X̃gh)

が成り立つとする。このとき、∀g ∈ Gで Vn(X̃g) = Vn(Xg)となる normal tensor Xg が存在する。

Prop. 9: 物理的に等価なMPSにおける reductionの存在

Aを normal MPS tensor, B をある λ ∈ Cによって

Vn(B) = λnVn(A)

を満たすMPS tensorとする。このとき、以下を満たす行列 V,W が存在する。

• VW = Id

• ∀n ∈ N and (i1, i2, . . . , in) ∈ {1, 2, . . . , d}n,

V Bi1 . . . BinW = Ai1 . . . Ain

ただし λは物理的に意味をなさないとして B のスケーリングに吸収している。a

a この記述は少なくとも元論文にはないが、状態の U(1)位相を同一視する量子力学の公理を踏まえると妥当。

Def. 2: reduction

Prop. ??の V,W を B から Aへの reductionと呼ぶ。
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Prop. 10: reductionとの差は冪零

V,W を B から Aへの reductionとする。N i = Bi −WAiV としたとき、N i により生成される代数〈
N i

〉は nilpotentである。すなわち任意の元 x ∈
〈
N i

〉に対して xk = 0となる k ∈ Nが存在する。

Def. 3: nilpotency length

V,W を B から Aへの reductionとする。N i = Bi −WAiV としたとき、∀n ≥ N0 で

N i1 · · ·N in = 0

を満たす最小の N0 を nilpotency lengthという。

Thm. 11: reductionの一意性 (Theorem 22)

V,W と Ṽ , W̃ を共に B から normal tensor Aへの reductionとする。それぞれの reduction length

が高々 N0 のとき、ある λ ∈ Cが存在して、任意の n > 2N0 で

V Bi1 · · ·Bin = λṼ Bi1 · · ·Bin (4.1)

Bi1 · · ·BinW = λ−1Bi1 · · ·BinW̃−1 (4.2)

が成り立つ。

4.1.2 3rd cohomologyの one-block projective MPO rep.への割り当て

Xg,h =
∑
ijk

Xij
g ⊗Xjk

h ⊗ |i〉 〈k|

をMPO2つの積を表すMPO tensorとする。Xg,h と Xgh が同じ状態を表すこと、Xgh が injectiveである
ことを要請すると、Prop. ??より、Xg,h は Xgh に reduceできる。任意の g, h ∈ Gに対してこの reduction

を V (g, h),W (g, h)とし、これに複素スカラー値を割り当てる。以下ではこの reductionが

• reductionは 3-cocycleである
• 異なる reductionは異なる 3-cocycleである
• 異なる reductionの比率は 3-coboundaryである
• 同値類は 3rd cohomology groupである

ことをみる。
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3つのMPOを reduceする素朴な方法は 2通りある。

V (h, k) W (h, k)

V (g, hk) W (g, hk)

Xk

Xh

Xg

=

V (h, k) W (h, k)

V (g, hk) W (g, hk)

Xk

Xh

Xg

=
Xghk

Thm. 11から、複素スカラー値 λ(g, h, k) ∈ Cが存在して、十分長い系で

W (h, k)

W (g, hk)

Xg

Xh

Xk

Xg

Xh

Xk

Xg

Xh

Xk

= λ(g, h, k)

W (h, k)

W (g, hk)

Xg

Xh

Xk

Xg

Xh

Xk

Xg

Xh

Xk

(4.3)

associativityを踏まえると λが 3-cocycleになることを示す。V とW を fixした上で、(4.3)左辺を [g[hk]],

右辺を [[gh]k]と書く。4つのMPOの積について pentagon equation

[[[gh]k]l] [[g[hk]]l] [g[[hk]l]]

[[gh][kl]] [g[h[kl]]]

λ(g,h,k)

λ(gh,k,l)

λ(g,hk,l)

λ(h,k,l)

λ(g,h,kl)

が consistentになることから、

λ(g, h, k)λ(g, hk, l)λ(h, k, l) = λ(gh, k, l)λ(g, h, kl)

で λ : G3 → C∗ は 3-cocycleとなる。
この λは V,W に依存している。異なる V,W に対して λは変わりうるが、勝手気ままに変わっていいわけ
ではない。reduction Ṽ , W̃ が 3-cocycle λ̃ を誘導するとき、この reductionm を丸括弧 () で表せば、Thm.

11から
(gh) = ω(g, h)[gh]

なる ω(g, h) ∈ Cが存在する。よって

((gh)k) = ω(g, h)ω(gh, k)[[gh]k]

(g(hk)) = ω(h, k)ω(g, hk)[g[hk]]

の関係式が成り立つため、
λ̃(g, h, k) =

ω(g, h)ω(gh, k)

ω(h, k)ω(g, hk)
λ(g, h, k)

すなわち λ̃/λ : G3 → C∗ は 3-coboundary となる。これを同一視すれば、この PEPS に 3rd cohomology

groupの元を割り当てることができる。
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4.1.3 並進対称性がある場合
テンソル X,Y を blocking して並進対称性を与えた場合の MPO 表示を考える。先述の方法では XY と

Y X に異なるコホモロジーが割り当てられ得る。しかし実際にはこの二つのラベルは一致することを見る。

Prop. 12

Vn(XgYg)を Gの one-block projective MPO representationsとする。このとき、Vn(YgXg)も同じ
群コホモロジーの one-block projective MPO representationsである。

4.2 Third cohomology labelling of semi-injective PEPS

Gを群、Og を (ユニタリとは限らない)忠実な表現とする。|ϕ〉は spin-1/2が 4つまとまった full rankの
一粒子縮約密度行列で表せる状態とする。∀g ∈ Gで Og が PEPS |Ψ(ϕ, Id)〉の対称性になっていて、

= µn,m(g) (4.4)

となるとする。semi-injective PEPSの unitary表現に適用するには、semi-injective PEPSが |Ψ(ϕ,A)〉, ユ
ニタリ表現が Ug となっているとして、Og = A−1UgAとすれば (4.4)は満たされる。

Prop. 13

(4.4)がある n,m ≥ 3で成り立つとき、任意の n,mにて

µn,m(g) = µnm(g)

ただし µは Gの 1次元表現。

boundaryに現れる群作用は Gの projective MPO representationになっていることを確認する。

Prop. 14

(4.4)が任意の g ∈ Gで成立するなら、MPO tensor Xg, Yg が存在して、

· · · · · · = µn(g)× · · ·

Xg

Yg

Xg

Yg

Xg

Yg

· · ·
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および
Vn(Yg) = (Vn(Xg))

−1

が任意の nで成立する。さらに Vn(Xg), Vn(Yg)は Gの射影表現を組み、2-cocycle λを乗数系として

Vn(Xg)Vn(Xh) = λn(g, h)Vn(XhXh)

である。特に Vn(Xg)Vn(Xh)は canonical formでブロックは 1つだけ。

以下、boundary の MPO 表現 Vg(Xg) もまた Og で定義される MPO として現れることを見る。まずは
spin-1/2 4つに作用するような、Og から決定される TI-MPO Vn(Õg)を定義する。Og をMPOとして

O = (O13
j1j2 ⊗O24

j1j2)O
−1(O12

i1i2 ⊗O34
i1i2) = =

と、minimal rank decompositionを用いて表す。この縮約された足のうち一本を切断して

Õg =

を定義する。semi-injective PEPSから 3rd cohomologyを出すにはこの Õg が重要な役割を果たす。

Prop. 15

Vn(Õg)は Gの one-block projective MPO representationであり、3rd cohomology groupのラベル
は Vn(Xg)と同一である。

5 Parent Hamiltonian

Prop. 16: semi-injective PEPSは parent Hamiltonianの uniqueな基底状態

semi-injective PEPSは parent Hamiltonianの uniqueな基底状態である。

第 II部
proofs

6 Parent Hamiltonian

さっさと片付けられる命題から片付ける。
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Prf. Prop. 16 (semi-injective PEPSは parent Hamiltonianの unique GS)

■2種類の Hamiltonianの構成 semi-injective PEPS |ψ〉に対し parrent Hamiltonnianを二つ用意
する。S として、任意の境界条件でテンソルにより生成される部分空間

S =


λ | λ ∈ CD4

vD
4
h


(6.1)

Hamiltonianの各項 h̃iは位置 iの周りの plaquetteを囲んで S⊥へ射影する演算子とする。すなわち、

h̃i = Proj(S⊥)i ⊗ Id, h̃i i λ = 0 ∀λ ∈ CD4
vD

4
h

これにより与えられる
H̃ =

∑
i

h̃i

を第一の parent Hamiltonianとする。
第二の parent Hamiltonianは、local termとして

hi =

∏
⟨ji⟩

O−1
j

†

Pi

∏
⟨ji⟩

O−1
j


ここに、Pi = (Idi − |ϕ〉〈ϕ|i)⊗ Idは iにおける plaquette state |ϕ〉の直交補空間への射影で、

Pi i = 0

となる。j は plaquette i に非自明に当たる Oj を実現する全ての位置 (i の四隅) を走る。これを用
いて

H =
∑
i

hi

とする。
以下では、任意のサイズで |ψ〉がこの二つの Hamiltonianの基底状態になることを示す。

■H の基底状態は unique 変換∏
j

Oj

†

H

∏
j

Oj

 =
∑
i

(Pi ⊗ Id)⊗

⊗
j /∈i

O†
jOj

 (6.2)
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を考える。右辺の j は Pi に隣接しない全てのサイトを走り、Idは four-partite state |ϕ〉に隣接する
全ての virtual particle、すなわち

i

の赤丸部分に作用する。(6.2)右辺の左の括弧は図の filled circleの自由度に作用し、右の括弧は上の
図で描かれていない部分に作用していることに注意。Oj が invertibleなので、総和の各項の kernelは
|ϕ〉i ⊗

⊗
j /∈i Hj である。全ての iについて共通部分は⊗

i |ϕ〉i なので、H の基底状態は 1次元。

■H̃ の kernel は H の kernel に含まれる (6.1) で定義された Si の全ての状態が hi の kernel に
含まれるので、ker h̃i ≤ kerhi である。kerH =

⋂
i kerhi と ker H̃ =

⋂
i ker h̃i であることから、

ker H̃ ≤ kerH が従う。

7 証明で有益なMPSに関する知識
以降の議論はMPSに写して行いがちなので、MPSに関する知識をまとめておく。

7.1 定義
Def. 4: irreducible, primitive

Completely positive map T : ρ 7→ T (ρ) =
∑

iAiρA
†
i が

• reducible であるとは、非自明な射影 P であって、ρ = PρP † となる任意の ρ に対し T (ρ) =

PT (ρ)P † を満たすものが存在すること
• irreducibleであるとは、reducibleでないこと
• primitiveであるとは、ある nが存在して、任意の ρ ≥ 0に対し、Tn(ρ) > 0を満たすこと

Prop. 17

T : ρ 7→ T (ρ) =
∑

iAiρA
†
i をスペクトル半径 rの completely positive mapとする。このとき rは少

なくとも一つの正定値固有ベクトルの固有値である。さらに、

• T が primitiveであることと
– r が縮退しない
– 対応する固有ベクトルが正定値
– 大きさ r の固有値が他に存在しない
を満たすことは同値

• T が irreducibleだが primitiveでないとき、r の縮退度は 1だが、大きさ r の他の固有値があ
るK と n ∈ ZK により r · exp(2πin/K)と表せる。このK を periodicityと呼ぶ。
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• T が reducibleで dあることと、ある非自明な射影 P が存在して AiP = PAiP を満たすこと
は同値

証明は [EHK78, Wol12]にある。

Def. 5: MPS

MPSテンソルとは、テンソル A ∈ CD ⊗ (CD)∗ ⊗ Cd であって、

A =
∑
i,α,β

Ai
α,β |α〉 〈β| ⊗ |i〉 =

∑
i

Ai ⊗ |i〉

となるもの。任意の n ∈ Nに対し、状態 Vn(A) ∈ (Cd)⊗n は

Vn(A) =
∑

i1,...,in

Tr
(
Ai1 · · ·Ain

)
|i1, . . . , in〉

で定義される。A の転送行列 (transfer matrix) TA は completely positive map ρ 7→ TA(ρ) =∑
iA

iρ(Ai)† で定義される。Aが

• injectiveであるとは、∑
i Tr{Aiρ} |i〉 = 0ならば ρ = 0であること

• normalであるとは、TA が primitiveであること
• periodicであるとは、TA が irreducibleだが primitiveでないこと

Aが injectiveのとき転送行列が単射になるので left inverse C が存在して∑
iA

i ⊗ Ci = Idを満たす。

A

C

=

Def. 6: MPO

matrix product operator (MPO)とは、MPS formで

Vn(X) =
∑

i1,...,in;j1,...,jn

Tr
[
Xi1,j1 · · ·Xin,jn

]
|i1, . . . , in〉 〈j1, . . . , jn|

と書かれる演算子のこと。

MPOはMPSの特別な場合であるから、MPSに関する全ての定義と構成が適用できる。
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7.2 MPSの blockingと積
Def. 7: blocking

MPS tensor B が Aの blockingであるとは、

V =
∑

i1,...,ik

Ai1 · · ·Aik ⊗ |i1, . . . , ik〉

と表せること。直ちに Vn(B) = Vkn(A)が成り立つ。

normal (転送行列が何乗かすると positive definiteになる)なMPSテンソルは blockingしても normalで
あることに注意。さらに injectivityと normalityは blockingしても保たれる。

Prop. 18: injective ⇐⇒ normalの blocking

任意の injective MPS テンソルは normal テンソルに比例する。逆に任意の normal テンソルに対し
てある L0 ∈ Nが存在して、任意の L ≥ L0 回の blockingにより injectiveテンソルが得られる。この
ような最小の L0 を injectivity lengthと呼ぶ。

証明は例えば [SPGWC10]にある。
blockingだけでなく、異なるMPSテンソルの積をとっても nomalityと injectivityは保たれる。

Prop. 19: テンソルの縮約で normality, injectivityは保存

二つの normal MPSテンソルのテンソル積は normalである。また二つの injective MPSテンソルの
テンソル積は injectiveである。

Prf.

■normalの積は normal normal tensor A,B のテンソル積 A⊗B の転送行列は TA⊗TB である。任
意の演算子 T のスペクトルを σ(T )と書くと、σ(TA ⊗TB) = σ(TA) · σ(TB)である。よって TA ⊗TB

はスペクトル半径に等しい大きさの固有値がただ一つ存在する。各々の最大固有値の固有ベクトルを
ρA, ρB とすれば、対応する固有ベクトルは ρA ⊗ ρB である。ρA ⊗ ρB は正定値かつ full rankなので、
TA ⊗ TB は primitiveである。

■injectiveの積は injective A,Bが injectiveならば、left inverse A−1, B−1が存在する。A−1⊗B−1

は A⊗B の left inverseなので、A⊗B も injectiveである。
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7.3 MPSの分解
Prop. 20: 熱力学極限で injectiveになるMPSテンソルは極限で比例するか直交する

injectivity length が高々 LのMPS テンソル A,B から作られるMPSテンソルは以下のいずれかを
満たす。

• 熱力学極限でMPSが直交する。すなわち、

|〈Vn(A)|Vn(B)〉|
‖Vn(A)‖‖Vn(B)‖

n→∞−−−−→ 0

この場合、A,B は本質的に異なる (essentially different)と呼ばれる。
• 以下の等価な条件を満たす。

– λ ∈ Cが存在して、任意の nで Vn(A) = λnVn(B)を満たす
– n ≥ 2L+ 1が存在して、ある λ ∈ Cにて Vn(A) = λnVn(B)

– ある λ ∈ Cと可逆行列 X が存在して、Ai = λXBiX−1 を満たし、この X は定数を除い
て unique

証明は [CPGSV17]にある。

Cor. 21: 本質的に異なる injective MPSテンソルは極限で線型独立

どれをとっても本質的に異なる injective MPS テンソル Ai を与えると、ある N ∈ N が存在して、
MPS Vn(Ai)は任意の n ≥ N で線形独立になる。

Prop. 22: MPSは normalと periodicの線型結合

任意のMPS Vn(A)は normal MPSと periodic MPSの線型結合に分解できる。

Vn(A) =
∑
i

µn
i Vn(Ai)

ここに Ai はそれぞれ nomalまたは periodicである。

Prf.

ボンド次元 D の帰納法で示す。
D = 1の時、Ai は virtualな脚に関してスカラーなので 2乗すると正になる。よって Ai は normalテ
ンソルに比例する。
D < D0 までで主張が正しいと仮定する。ボンド次元 D0 の MPS テンソル A を考える。転送行
列 TA が irreducible なら、A は periodic または normal MPS テンソルに比例。TA が reducible

なら、Prop. 17 により非自明な射影 P が存在して、AiP = PAiP とできる。この時 Vn(A) =

Vn(PAP ) + Vn(QAQ) w/ Q = Id − P である。PAP のボンド次元が rankP になるので、ある
X : CD0 → CD と Y : CD → CD0 が存在して P = Y X, XY = IdD が成り立つ。結果、得られる
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MPSのボンド次元が D0 未満になるので、帰納法の仮定から主張が従う。

Prop. 23

A を periodicity K の periodic な MPS テンソルとする。K 回の blocking により Vn(A) は K 個の
本質的に異なる normal MPSテンソルに分解できる:

VKn(A) =

K∑
i=1

Vn(Bi)

ここに Bi は互いに本質的に異なる normal MPSテンソルで、K サイトに作用するものである。さら
に n /∈ KNに対して Vn(A) = 0.

この命題は [CSW+13]の Lem. 5にある。[CPGSV17]の Prop. 9はこの Cor.である。

Cor. 24: blockingにより normalテンソルの線型結合になる

任意のMPSテンソル Aに対してK が存在し、K 回の blockingにより VKn(A)は normalテンソル
の線型結合に分解できる。

VKn(A) =

M∑
i=1

µn
i Vn(Bi)

ここに Bi は互いに本質的に異なる normal MPSテンソルで、K サイトに作用するものである。

次の命題と Cor. 21を合わせると分解の一意性が得られる。

Prop. 25

µ1, . . . , µr ∈ C× と λ1, . . . , λs ∈ C× が任意の n ∈ Nで
r∑

i=1

µn
i =

s∑
j=1

λnj

を満たすならば、r = sであり、またある順列 pによって µi = λp(i) が成り立つ。

この命題は [DlCCC+16] Lem. 9で証明されている。

7.4 NTI-MPS

並進変換で対称とならないMPSテンソルについても考察する。

Def. 8: NTI-MPS

di と Di (i = 1, . . . , k) を正の整数とする。Xi =
∑di

j=1X
j
i ⊗ |j〉 ∈ CDi ⊗ (CDi+1)∗ ⊗ Cdi をテン

ソルとして k + 1 を 1 と同一視する。この時、このテンソルに non-translationally invariant MPS
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(NTI-MPS)を
V (X1, . . . , Xk) =

∑
i1,...,ik

Tr{Xi1
1 · · ·Xik

k } |i1, . . . , ik〉

で定義する。

NTI-MPSの injectivityは、l回の blockingにより任意の i = 1, . . . , k に対してテンソル XiXi+1 · · ·Xi+l

が
Tr

[
ρXj1

i X
j2
i+1 · · ·X

jl
i+l−1

]
|j1, . . . , jl〉 = 0 ⇒ ρ = 0

を満たすことと定義される。

Prop. 26

X1 . . . Xk を l 回の blockingにより injective なMPSとする。このMPSは m ≥ l 回の blockingで
も injectiveである。

Prf.

mの帰納法で示す。m = lの時、主張は by definitionで正しい。MPSがm回の blockingで injective

であると仮定する。ρ ∈ CDi+m ⊗ CDi がある iから始まるm+ 1個の連続するサイトにおいて∑
j1,...,jm+1

Tr
[
ρXj1

i X
j2
i+1 · · ·X

jm+1

i+m

]
|j1, . . . , jm+1〉 = 0

を満たすとする。Xi . . . Xi+m−1 が injectiveなので、

X
jm+1

i+m ρ = 0 ∀jm+1 ∈ {1, . . . , di+m}

である。任意の行列M ∈ CDi ⊗ CDi+1 に対して

0 = Xj2
i+1 · · ·X

jm+1

i+m ρM ∈ CDi+1 ⊗ CDi+1

となるので、 ∑
j2,...,jm+1

Tr
[
Xj2

i+1 · · ·X
jm+1

i+m ρM
]
|j1, . . . , jm+1〉 = 0.

m個の連続するブロック Xi+1 · · ·Xi+m が injectiveなので、ρM = 0である。M は任意に取ってい
たので、ρ = 0が従う。よって、MPSはm+ 1回の blockingでも injectiveである。
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8 Canonical form

Prf. Prop. 3 (semi-injective PEPSが等しいなら 3× 3の比較で十分)

= µn,m

を仮定する。four-partite stateの minimal rank decompositionを vertical cutで行う。

= , =

これにより

= µn,m

これはMPSによる表示で

= , =

とする。黒の縦線は physicalな足を全てまとめたもの、色付きの太線は virtualな足をまとめたもの
である。緑のテンソルは Schmidt ベクトルの積なので injective であり、線型独立になるので全体と
して injective である。青は Schmidt ベクトルの積に可逆な演算子がかかってできるので、これもま
た injectiveである。
よって Prop. 20により n0 ≥ 3,m0 ≥ 3で仮定が成り立てば横方向に blockingしても成り立つ。比例
定数は m0 に依存する形で µn,m = µn

m0
とできる。同様に横方向に minimal rank decomposition を

とって議論できる。
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Prop. 20により

=

Xn

X−1
n

Xn

X−1
n

Xn

X−1
n

(8.1)

とできる。しかし Xn, X
−1
n はシステムサイズに依存する global な量なので、local な量に分解したい。

Thm. 4 (等価な semi-injective PEPSは端に local gaugeを残す)はそれを実現した定理である。証明に先立
ち Lem. 5 (semi-injective PEPSは blockingで injective)を先に示す。

Prf. Lem. 5 (semi-injective PEPSは blockingで injective)

演算子 O の minimal rank decompositionを

=

とすると、semi-injective PEPSテンソルは

= = (8.2)

の MPS テンソルになる。このテンソル 2 つを blocking したものが injective であることを示す。二
つMPSを並べると真ん中の演算が O に戻ることに注意。

=

これに O−1 を作用させても injectivityは変わらない。よって

= vi ⊗ wj

が injectiveであることを示せばよい。Oの Schmidtベクトルは線型独立であるし、four-partite state
の reduced density matrixは full rankなので、vi, wj も線型独立である。よって vi ⊗wj も線型独立
であり、対応するMPSテンソルは injectiveである。
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Prf. Thm. 4 (等価な semi-injective PEPSは端に local gaugeを残す)

■(8.1)の Xn, X
−1
n (端に現れる global gauge)がMPSに比例すること

=

とする。左辺の上に伸びる線は physicalな脚で、特に左の線は右辺で上に伸びるもの、右の線は右辺
で下に伸びるものと対応させる。この記法によれば (8.1)は

· · · · · · =

Xn

X−1
n

となる。右辺で下半分を 1にするような演算子を作用させることは、左辺の上に伸びる右側の線に対
応する演算子を作用させることと対応し、λn ∈ Cにより

· · · · · · = λn ×
Xn

とできる。さらに Schmidtベクトルが線型独立であることから、virtualな脚を physicalな脚に変換
する写像として単射なので逆写像が存在して

· · · · · · = λn × Xn (8.3)

とできる。白丸は |ϕ〉 の Schmidt ベクトルの inverse である。左辺が 0 でなければ、Xn は MPS テ
ンソルを X̃ とするMPSに比例する。同様に X−1

n もテンソル Ỹ によるMPSに比例する。したがっ
て、左辺の黒丸に対応する、並進不変な線型汎函数であって左辺を 0にせず nにも依存しないような
ものが存在することを示せばいい。

■MPSテンソルを 0にしない局所ゲージの存在 二つの線型汎函数がMPSテンソルに作用して

· · · · · · = Tr
[
Mn

a,b

]
となっているとする。このとき Tr[Ma,b] 6= 0 なる a, b が存在することを示す。写像 F : (a, b) 7→
Tr[Ma,b]は

F = =
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と表せる。この作用は Schmidtベクトルの左右を反転させて O をかけたのに等しい。O が invertible

なので F 6= 0である。よって F (, b) = Tr[Ma,b] 6= 0なる a, bが存在する。このときMa,b は冪零でな
いことが保証され、a

Tr
[
Mn

a,b

]
=

R∑
i=1

ξni

なる ξ1, . . . , ξR ∈ C× が存在する。S := {n ∈ N | Tr
[
Mn

a,b

]
6= 0} とする。|S| = ∞ に注意。(8.3)

で出てきた黒丸を b に選べば左辺は任意の n ∈ S で 0 にならない。NOT CHECKED YET!!! よっ
て Xn は n ∈ S で MPO として表せる。同様に X−1

n も同じ S にて MPO として表せる。NOT

CHECKED YET!!! したがって λn ∈ Cにより ∀n ∈ S で

· · · · · · = λnµ
n

X̃

Ỹ

X̃

Ỹ

X̃

Ỹ

(8.4)

とできる。ここに µは Prop. 3で出てきた定数。また Vn(X̃)と Vn(Ỹ )は並進不変なMPOで、

Vn(Ỹ ) = [Vn(X̃)]−1/λn

を満たす。MPO自体は ∀n ∈ Nで定義できるが、(8.4)はまだ n ∈ S でしか成り立っていない。

■任意の長さで成立するゲージの存在 以下、(8.4)が任意の n ∈ Nで成り立つこと及び λn = 1であ
ることを示す。Cor. 24によれば、K ∈ Nが存在してK 回の blockingにより Vn(X̃), Vn(Ỹ ) (n ∈ kZ)
が共に normal MPOの線型結合になる。Prop. 19により normal MPSのテンソル積は normalであ
るから、Vn(X̃)⊗ Vn(Ỹ )もテンソル積で構成される normal MPOの線型結合になる。このMPOを
X,Y で表す。より正確には、

Vn(X̃)⊗ Vn(Ỹ ) =

L∑
i=1

Mi∑
j=1

ζnijVn(Xi)⊗ Vn(Yi) (8.5)

とし、異なる iに対して Vn(Xi)⊗ Vn(Yi)は本質的に異なるMPOとする。(8.4)でこの分解を用いる
と、Lem. 5 (semi-injective PEPS は blocking で injective) により左辺は normal MPO で表せ、右
辺は (8.5)の和になる。Cor. 21から十分大きい系では本質的に異なる MPS が線型独立になるので、
(8.5)が normal MPOで表せるのは、L = 1のときかもしくは一つの iを除いて

Mi∑
j=1

ζnij = 0 ∀n ∈ S ∩KN

が成り立つときに限る。NOT CHECKED YET!!! normalの sumは normalではないことが保証さ
れる? (??)は任意の n ∈ N \ S で 0になるので、一つの iを除いて

R∑
k=1

ξnk

Mi∑
j=1

ζnij =
∑
kj

(ξkζij)
n = 0 ∀n ∈ N
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を得る。この式に Prop. 25を適用すると、(ξkζij)
K = 0すなわち ζij = 0を任意の j と一つを除く i

で得る。よって (8.5)で L = 1とできる。Prop. 23から Vn(X̃)⊗ Vn(Ỹ )は periodic MPOを含まな
いことがわかり、K = 1として良い。故に (8.4)の両辺は共に normal MPOに比例する。Prop. 20を
使うと、(8.4)が任意の n ∈ Nで成り立つことがわかる。以上、(8.5)で uniqueに現れるMPO X,Y

により

· · · · · · = λnµ
n

X

Y

X

Y

X

Y

とできる。この MPO テンソルも Vn(Y ) = (Vn(X))−1/λn を全ての n ∈ S で満たす。Vn(Y ) も
Vn(X)も normalなので全ての n ∈ Nでこの関係を満たし、λn = λn とできる。定数を Y に吸収し
て Vn(Y ) = (Vn(X))−1 とすることで、

· · · · · · =

X

Y

X

Y

X

Y

を得る。

a 冪零行列なら固有値は 0のみなので対角和は常に 0になる。

この系として、ゲージの選び方に関する自由度がある。

Cor. 27: 等価な semi-injective PEPSのゲージの自由度

任意の n ∈ Nで (3.2)が成り立つ Vn(X̃), Vn(Ỹ ) = [Vn(X̃)]−1 が存在すれば、ある定数 λ ∈ Cにより

Vn(X̃) = λnVn(X), Vn(Ỹ ) = λ−nVn(Y )

とできる。

Prf.

(8.1) のゲージの uniqueness から、Vn(X̃) = λnVn(X) および Vn(Ỹ ) = λ−1
n Vn(Y ) とできる。

Vn(X̃), Vn(Ỹ )を canonical formに分解すると、出てくる normal MPSは Vn(X), Vn(Y )しかない。
また (8.5)あたりの議論を繰り返すと

λn =
∑
i

λni , λ−1
n =

∑
i

ηni
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となり、この時∑
i,j(λiηj)

n = 1が任意の n ∈ Nで成り立つことまで言える。よって Prop. 25から
λn = λn.

Prop. 6 (MPO O は 2体への可逆な演算子の積)はこのようなゲージを与えうる演算子の形の制限である。
これを証明する前に、Oと O−1 が共に Schmidt分解できる場合は (3.3)のような 2層構造になることを示す。

Lem. 28

サイト数 n = 2k で定義される二つの NTI-MPO がテンソル X1, . . . , Xn と Y1, . . . , Yn で与えられ、
さらに

1. V (X1, . . . , Xn) · V (Y1, . . . , Yn) = Id

2. XiXi+1, YiYi+1 は全ての i = 1, . . . , nで injective

3. XiXi+1, YiYi+1 は
Xi Xi+1

Yi Yi+1

=

Xi Xi+1

Yi Yi+1

=

を満たすとする。このとき、MPOは

Y1 Y2 Y3 Y4
= = (8.6)

のように depth 2の形で書ける。2体へ作用する演算子は全て可逆。X も同様。

Prf.

テンソル Xi, Yi の Schmidt分解を片方の端から順に行って

X1 X2 X3 X4
=

Y1 Y2 Y3 Y4
=

とする。この形で定義された 2体演算子が invertibleであることを示す。この演算子の上下から真ん
中へ行く操作は単射である (でなければ V (X1, . . . , Xn)が単射でない)。
中段から外側へ向かう操作が可逆であることを背理法で証明する。例えば中段から下段へ行く操作が
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injectiveでないと仮定する。MPOの 2サイト部分は

=

Xi Xi+1

Yi Yi+1

=

である。この minimal rank decomposition をとると左辺の外側のテンソルは invertible であり、真
ん中の演算子は

=

と書き直せる。もし背理法の仮定通り黒の演算子が上から下にかけて単射でなければ、非自明な kernel

は左右に分割される。右辺の左側の演算子が非自明な kernelを持つと仮定すると、kernelの直交補空
間への射影 y をかけても値は変わらない。

=

これを V (X1, . . . , Xn) · V (Y1, . . . , Yn) = Idへ戻すと、

=

となる。補題の仮定から V (Y1, . . . , Yn)が可逆なので left inverseは V (X1, . . . , Xn)しかない。よって

=

である。仮定によれば MPO が定義するテンソルは 2 サイト以上の blocking で injective なので、1

つを除いて全てのテンソルに inverseをかけて

=

となるが、これは赤いテンソルが identity であることを意味して、背理法の仮定と反する。よって 2

サイトに作用する演算子は可逆。
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Prf. Prop. 6 (MPO O は 2体への可逆な演算子の積)

(3.2)左辺を (8.2)で定義したテンソルによる injective MPSで表す。(3.2)右辺も injectiveになるの
で、operatorのゲージ自由度を用いて

= µ

X

Y

と書ける。左辺赤線の横に張り出しているものが演算子のゲージである。演算子のゲージを O の
Schmidt分解の定義に吸収させると

= µ

X

Y

となる。ただし赤の四角形はOのminimal rank decompositionのテンソルである。Vn(X)と Vn(Y )

が共に互いの inverseなので、(3.2)は

Y

X

Y

X

Y

X

= µn

と変形できる。右辺の赤の破線はO−1を表す。よってO−1の適切なminimal rank decompositionで

Y

X

= µ
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と書ける。O,O−1 の Schmidt分解を PEPS |ϕA〉の Schmidtベクトルに作用させると、

= µ

X

Y

=

Y

X

X

Y

であり、これを二つ横に並べると中央に作用する演算子が自明になって

=

Y

X

X

Y

Y

X

X

Y

である。左辺は独立なベクトルが左右に並んでおり、右辺は上下に並んでいるため、両辺は上下の
積と左右の積で書ける。このとき Vn(X), Vn(Y ) は Lem. 28 の条件を満たし、(8.6) のように 2 体の
invertible operator の積として表せる。同様に左辺の両方の term も上下に分割できる。片方だけに
注目すると、PEPSテンソルの 1体 Schmidtベクトル |ϕA〉はフルランクなので、O,O−1 の Schmidt

ベクトルの積も分解できて
(O−1)

(13)
kl O

(13)
ij = A

(1)
ik ⊗A

(3)
jl

となる。図式で表せば、

=

となる。ここで演算子として

Z =
(
O

(13)
j1j2

⊗O
(24)
j3j4

)
O−1

(
O

(12)
i1i2

⊗O
(34)
i3i4

)
=
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を考える。ここで O−1 の minimal rank decompositionを用いて

O−1
(
O

(12)
i1i2

⊗O
(34)
i3i4

)
= =

と左右に分割した形にできるので、Z も左右に分割される。同様に上下にも分割できて、4つの部分
の積

Z = =

として表せる。open indexをつなげると OO−1O = O となり、Z はテンソル積の構造を有している
ので、O の MPO 表示になっている。同様の議論で、縦方向の脚をつなげると内側のレイヤーから
O−1O = Idが、横方向の脚をつなげると外側のレイヤーから OO−1 = Idが得られるので、O の縦横
方向のminimal rank decompositionを得たことになる。Schmidtベクトルが線型独立なので、MPO

テンソルは二つ blockingして injectiveになる。
この構成は O−1 に対しても繰り返すことができ、O−1 のMPO表示を与える。
それぞれのMPOは Lem. 28の条件を満たし、MPOは二つ blockingして injectiveになる。また隣
接する二つのテンソル O,O−1 は分解できて、O は 2体演算子の積となる。

Prf. Thm. 7 (semi-injective PEPSが等価である必要十分条件)

定理の直下で述べたように必要性は自明なので、十分性を示す。
まず

O−1 =

HOH =

V O−1V =

SOS =

とする。S := HV = V H とした。(3.3)のように O は 2層構造になっているので、これを

= l r ◦ u

d

と分解する。uと dが先に作用する。直ちに

=
u

d
◦ l r .
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このとき、水平方向の入れ替え H によって挟むと

= r l ◦
HuH

HdH

となるので、

=
u

d

u

d
◦ l r l r ◦ l r l r ◦

HdH

HuH

=
u

d

u

d
◦

HdH

HuH

となって演算子が上下で分かれる。同様に、SOS を下層、(V OV )−1 を上層に作用させて計算すると、

= d
u

d
u

◦
V lV

V rV

◦
V lV

V rV

◦
HuH

HdH

= d
u

d
u

◦
HuH

HdH

となるので、先ほど計算した演算子を上に 1/2ずらしたものになっている。これを踏まえて、|ϕA〉と
恒等演算子から定義される semi-injective PEPSにそれぞれ作用させると

=

となる。(??)を踏まえると、下段の作用はそれぞれ

=
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である. 右辺を (3.4)で変形すると

=

であり、両辺に O を作用させると (3.1)が得られる。

9 SPT Phases

9.1 MPO表現の 3rd cohomology

Prf. ?? (one-block proj. MPO rep.なら normalにできる)

■Vn(X̃e) = µnIdとできること Vn(X̃e)は等価なMPOを与える群作用なので、Vn(X̃e) = µnId. 2

回作用させると Vn(X̃e)Vn(X̃e) = µ2
nId = µnλ

n(e, e)Idなので、µn = λn(e, e).

Vn(X̃g) と Vn(X̃g−1) を K 回 blocking させるとそれぞれ N , M 個の MPO の和になると仮定する。
すなわち、

Vn(X̃g) =

N∑
i=1

Vn(X̃
(i)
g ),

Vn(X̃g−1) =

M∑
j=1

Vn(X̃
(j)
g−1).

このとき、二つの積 λn(g, g−1)µnIdは少なくともMN 個の、必ずしも本質的に異なるとは限らない
normal MPOの和になる。

λn(g, g−1)µnId =

N∑
i=1

M∑
j=1

Vn(X̃
(i)
g )Vn(X̃

(j)
g−1)

L 個の blocking によってこの MPO が全て normal テンソル Zijk
g による MPO の和になると仮定

する。

∀n ∈ KLN, λn(g, g−1)µnId =

N∑
i=1

M∑
j=1

Kij∑
k=1

Vn(Z
ijk
g )

i 6= i′ または j 6= j′ であっても、Zijk
g と Zi′j′k′

g が本質的に異なるとは限らない。本質的に異なる項
をまとめることで

λn(g, g−1)µnId =

R∑
i=1

Si∑
j=1

Kij∑
k=1

Vn(Z
i
g)
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とできる。Si は本質的に異なる項の数、Zi
g は {Zijk

g } のうち本質的に異なる組を構成するものであ
り、Si は Zi

g の重複度。構成から
R∑
i=1

Si =

N∑
i=1

M∑
j=1

Kij

である。本質的に異なる normal MPOは十分大きなサイズで線型独立になる (Cor. 21)ので、Prop. 25
からこの分解には項がただ一つしかなく、R = 1, S1 = 1である。Kij ≥ 1なので N =M = 1すなわ
ち Vn(X̃g)は normal. よって Vn(X̃g)は normal MPO tensor Xg によって表される。

Prf. Prop. 9

Aの injectivity lengthを Lとする。L個 blockingしたMPSテンソルをそれぞれ Ã, B̃ とすると、Ã
は injective なので left inverse Ã−1 が存在。このとき Jordan 分解により semi-simple な S と冪零
の N に

λL
Ã−1

B̃

= S + N

とする。すなわち S は対角化可能であり、N はある n ∈ Nによって Nn = 0. ここで
n︷ ︸︸ ︷

Ã

Ã−1

Ã

Ã−1

Ã

Ã−1

= λLn

n︷ ︸︸ ︷
B̃

Ã−1

B̃

Ã−1

B̃

Ã−1

が任意の n ∈ Nで成り立つ。右辺は Tr[(S +N)n] = (Tr[S +N ])n であり、左辺は
n︷ ︸︸ ︷

= Tr[I]
n
= Dn

である。Prop. 25により rank(S +N) = 1であり、Jordan標準形にてランク 1の行列は

S +N =

S1

0
. . .

 or

0 1
0

. . .


のいずれか。特に今はトレースが非ゼロなので前者であり、N = 0とわかる。S のランクが 1なので
ランク分解によって

S = W V

と表せる。Tr[S] = D を踏まえて

V W = = D.
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A,B は同じ状態を組むため、任意の n,m ∈ Nで

Dn−1

A A

m

=

Ã

Ã−1

Ã

Ã−1

Ã

Ã−1

A A

n m

= λLn+m

B̃

Ã−1

B̃

Ã−1

B̃

Ã−1

B B

n m

= λmDn−1

B B

VW

m

となる。λは各サイトで共通なゲージとして B の定義に吸収できる。少なくとも物理的には考察の必
要はない。よって題意を満たす。

Lem. 29: reductionの差に関する補題: V N · · ·NW = 0 (Lemma 27)

V,W を B から injective MPS テンソル A への reduction とし、N i = Bi −WAiV を定義すると、
任意の n > 0について

V N i1N i2 · · ·N inW = 0.

Prf.

nについての帰納法。n = 1では

V N iW = V BiW − VWAiVW = V AiW − V AiW = 0.

任意のm < nにて題意を満たすと仮定する。この仮定と N の定義により

V N i1N i2 · · ·N inW = V Bi1N i2 · · ·N inW

で、続く N も B に書き換えて

V N i1N i2 · · ·N inW = V Bi1Bi2 · · ·Bin−1N inW.

最後の N も同様に書き換えると

V N i1N i2 · · ·N inW = V Bi1Bi2 · · ·BinW − V Bi1Bi2 · · ·Bin−1WAinVW. = 0.
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Prf. Prop. 10 (reductionの差は冪零)

B と Aは同じ状態を生成するので

Tr
[
Bi1Bi2 · · ·Bin

]
= Tr

[
Ai1Ai2 · · ·Ain

]
が任意の n ∈ Nで成り立つ。左辺を Bi =WAiV +N i で展開したとき、Prop. 10よりN が V とW

で挟まれると 0になるので、残る項は

Tr
[
Ai1Ai2 · · ·Ain

]
+Tr

[
N i1N i2 · · ·N in

]
= Tr

[
Ai1Ai2 · · ·Ain

]
すなわち Tr

[
N i1N i2 · · ·N in

]
= 0. 特に、生成された代数 A の元 Z ∈ A は常に Tr[Zn] = 0を任意

の nで満たすが、これは Z が非ゼロの固有値を持たないことを表す。Jordan分解により Z は上三角
で対角が 0の行列になり、結果ある n0 ∈ Nで Zn

0 = 0. つまりN で生成される代数の任意の元は冪零
である。

Lem. 30: reductionによる冪の分解 (Lem. 28)

V,W を B から normal MPS テンソル Aへの reduction とし、N i = Bi −WAiV を定義する. N0

を reductionの nilpotency lengthとすると、

Bi1Bi2 · · ·Bin =
∑

0≤k≤l≤n

N i1 · · ·N ikWAik+1 · · ·AilV N il+1 · · ·N in

V Bi1Bi2 · · ·Bin =
∑

max(0,n−N0)≤l≤n

Ai1 · · ·AilV N il+1 · · ·N in

Bi1Bi2 · · ·BinW =
∑

0≤k≤min(n,N0)

N i1 · · ·N ikWAik+1 · · ·Ain

Prf.

Bi = WAiV + N i と書いて展開するだけ。適切に Prop. 10 (reduction の差は冪零) や Thm. 31

(reductionの差に関する補題: V N · · ·NW = 0), nilpotency lengthの定義を用いて不要な項を消す。

Thm. 31: 22

V,W および Ṽ , W̃ をそれぞれ B から normal MPS テンソル A への reduction とする。二つの
reductionの nilpotency lengthを N0 としたとき、ある λ ∈ Cによって任意の n > 2N0 にて

V Bi1Bi2 · · ·Bin = λṼ Bi1Bi2 · · ·Bin

Bi1Bi2 · · ·BinW = λ−1Bi1Bi2 · · ·BinW̃

が成り立つ。
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Prf. Thm. 31 (reductionの一意性)

Lを Aの injectivity length, m = 2N0 + Lとして

Ci1···im = V Bi1Bi2 · · ·BimW̃

を定義する。Lem. 30 (reductionによる冪の分解)と Bi =WAiV +N i を使って

Ci1···im =

m∑
k=N0+L

Ai1 · · ·AikV N ik+1 · · ·N imW̃

を得る。項数は N0 + 1であることに注意。同様に Lem. 30と Bi = W̃AiṼ + Ñ i を使って

Ci1···im =

m−N0∑
k=0

V Ñ i1 · · · Ñ ikW̃Aik+1 · · ·Aim

である。k = N0 + 1 から k = N0 + L までのテンソルは両方とも Aik であり、仮定よりその部分は
injective. よって left inverseを作用させて

A A· · ·

i1 iN0

m∑
k=N0+L AA · · ·

ikiN0+L+1

V N N· · ·

ik+1 im

W̃

=

N0∑
k=0 V Ñ Ñ· · ·

i1 ik

W̃ A A· · ·

ik+1 iN0

A A· · ·

iN0+L+1 im

である。両辺の積はテンソル積を表すので個別に比較できて、ある定数 λ ∈ Cにより
N0∑
k=0

V Ñ i1 · · · Ñ ikW̃Aik+1 · · ·AiN0 = λAi1 · · ·AiN0 (9.1)

N0∑
k=0

Ai1 · · ·AikV N ik+1 · · ·N iN0 W̃ = λ−1Ai1 · · ·AiN0 (9.2)

が成り立つ。しかしこのとき Lem. 30 (reductionによる冪の分解)の第 1式を Bi = W̃AiṼ + Ñ i で
適用すると

V Bi1Bi2 · · ·Bin =

N0∑
k=0

n∑
l=n−N0

V Ñ i1 · · · Ñ ikW̃Aik+1 · · ·Ail Ṽ Ñ il+1 · · · Ñ in

となり、n ≥ 2N0 では l ≥ N0 なので右辺を (9.1)を使って書き換えることで

V Bi1Bi2 · · ·Bin = λ

n∑
l=n−N0

Ai1 · · ·Ail Ṽ Ñ il+1 · · · Ñ in = λṼ Bi1Bi2 · · ·Bin .

ただし、二つ目の等号では Lem. 30 第 2式を Bi = W̃AiṼ + Ñ i で適用した。これはまさしく (4.1)

に他ならない。(4.2)も同様に (9.2)を使って示せる。
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