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toric code [Kit03]を境界付き平面に拡張したものが surface code [FM98, BK98]である。[BK98]に沿っ
て記述する。

1 toric codeと notations

トーラス T 2 に正方格子を引き、格子の辺に qubitを置く。

As =
∏

j∈star(s)

σx
j , Bp =

∏
j∈boundary(p)

σz
j

として、基底状態は
As |ξ⟩ = Bp |ξ⟩ = |ξ⟩ ∀s, p

を満たすものとする。基底状態空間 C は 4次元なので、2つの logical qubitによる Hilbert空間で identify

できる。C に作用する logical operatorが満たす代数 L(C)によってこの identificationが可能である。任意
の logical operatorは全 Hilbert空間 (C2)2⊗L2 の上で定義されるので、自然に包含されるが、そのような拡
張は unique ではない。しかし全ての As, Bp と可換になるような logical operator を取ることができる。こ
のような operator は algebra G を組む。ここから L(C)を得るには、As, Bp が C に自明に作用しなければ
ならない。より厳密には、L(C) = G/Span{As − 1, Bp − 1}である。
特に cを Z2 値の 1-cycle, c∗ を Z2 値の dual latticeにおける 1-cycleとして

Y (c, c∗) :=
∏
i∈c

σz
i

∏
j∈c∗

σx
j (1.1)

の形の演算子を考える。dual latticeの edgeは元の格子の edgeに対応しているので、二つの latticeは qubit

を共有している。演算子 Y (c, c∗)は全ての stabilizer operator As, Bp と可換であり、C を保存する。c, c∗ の
ホモロジークラスにしか依存しないので、この演算子を Y ([c], [c∗])と表すことにする。このため、Y (c, c∗)が
G を生成するのに対し、Y ([c], [c∗])は L(C)を生成する。

2

有限サイズの平面上正方格子を考える。境界は 2 種類の実現方法があり、それぞれ rough boundary,

smooth boundaryと呼ぶことにする。See Sec. 2.

例えば最も簡単な例として、Fig. 2に示すように、m× n正方格子に smooth boundaryを上下に、rough

boundary を左右に配置した場合を考える。基底状態空間の次元は単純な数え上げでわかる。縦方向の edge
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(a) rough boundary (b) smooth boundary
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図 2: 最も単純なm× n surface code

は mn 本、横方向の edge は (m + 1)(n + 1) 本あるので、全 Hilbert 空間の次元は 22mn+m+n+1 である。
複数の qubit に作用するのであれば中途半端な形の stabilizer operator も認めることにすれば、plaquette

stabilizer operator は (m + 1)n 個、vertex stabilizer operator は m(n + 1) 個現れる。全ての stabilizer

operatorは独立である。よって残る自由度は

(2mn+m+ n+ 1)− (m+ 1)n−m(n+ 1) = 1

なので、logical qubitが 1つ実現できる。ゆえに基底状態空間は 2次元になる。
logical operator を具体的に構成しよう。まずは G 即ち全ての stabilizer operator と可換な operator を
考え、その代数を stabilizer operator の自明化条件で割ることで L(C) を得る。格子と dual lattice を
L,L∗ で表すことにする。rough boundary は L に、smooth boundary は L∗ に属することになるので、そ
れぞれの boundary を V , V ∗ で表すことにする。G の生成元は lattice L の Z2-valued relative 1-cycle c

と dual lattice L∗ の Z2-valued relative 1-cycle c∗ により (1.1) の形で与えられた. relative 1-cycle は境
界 ∂c が格子の境界に含まれる 1-chain と定義される。等価な事実として、relative 1-cycle は格子の free

end を同一視した (Fig. 2 における V1 など同じ文字の端を同一視した) ordinary (or absolute) 1-cycle

として得られる。Y ([c], [c∗]) の基底状態空間 C への作用は relative homology class [c] ∈ H1(L, V ;Z2),

[c∗] ∈ H1(L∗, V ∗;Z2) ∼= H1(L∗, V ∗;Z2)にしか依存しない。したがって E = H1(L, V ;Z2)⊕H1(L, V ;Z2)

の元 ([c], [c∗]) ∈ E により構成される Y ([c], [c∗])が L(C)を生成することになる。ここのトポロジカルな議論
は追えていない。
Fig. 3に示すような状況を考える。演算子 Y r = Y ([c12], 0)と Y s = Y (0, [c∗12])が logical operatorを生成
する。この二つは半可換なので logical qubitの σz, σx とみなせる。
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図 3: 非自明な relative homology class [c12] ∈ H1(L, V,Z2), [c
∗
12] ∈ H1(L∗, V ∗,Z2)

3 他の latticeでの実現
4 エラー耐性
5 境界の物理的意味
トポロジカル秩序とエニオン励起を念頭に置いて surface code の境界を考察する。surface code の境界は

roughまたは smoothの 2種類しか許されない。(原論文では in preparationとしているが、おそらく [Kit06]

に書いてあるのではないか?)

bulkのトポロジカル秩序はエニオンの baridingと fusionによって特徴づけられる。セクターは 4つで、

• 真空
• electric charge e

• magnetic flux m

• fermion f = e×m

である [Kit03]。このセクターは Hamiltonian の摂動に対し安定している。安定性は braiding から説明でき
る。実際、electric または magnetic の charge は長距離の運動により他方を回ることで Berru phase を変更
するため、勝手に消すことができない。全ての励起はエネルギーギャップがあるので、他の non-topological

long-range interactionはないことに注意せよ。一方で electric chargeは rough boundaryで、magnetic flux

は smooth boundaryで消えることができる。よって bulkのトポロジカル秩序は boundary近傍で不安定に
なる。stable boundary TOでバルクと整合するものは 2種しかない。
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